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ВВЕДЕНИЕ 
 
 Электродинамика – это наука, изучающая свойства электромагнитного 
поля, а также взаимодействие с ним электрических зарядов. В 1600 г. 
У.Гильберт впервые разграничил электрические и магнитные явления. Он 
открыл существование магнитных полюсов и неотделимость их друг от друга. 
В 1820 г. Эрстед обнаружил действие электрического тока на магнитную 
стрелку - явление, которое свидетельствует о связи между электрическими и 
магнитными явлениями. В 1820 г. А.М. Ампер установил закон взаимодействия 
электрических токов (закон Ампера). Также Ампер показал, что свойства 
постоянных магнитов могут быть объяснены, если предположить, что в 
молекулах намагниченных тел циркулируют постоянные электрические токи 
(молекулярные токи) токи. Согласно Амперу все магнитные явления сводятся к 
взаимодействию токов, магнитных же зарядов в природе не существует. 
Теорема о циркуляции вектора В

и теорема Гаусса для него являются частными 
случаями уравнений Максвелла. 
 В работах Ампера был экспериментально установлен закон, 
позволяющий оценить силу взаимодействия двух токов, текущих в малых 
отрезках проводников. После введения понятия магнитного  поля, посредством 
которого происходит передача взаимодействия токов, законом Ампера стали 
называть формулу, определяющую силу, с которой магнитное поле действует 
на элементарный (малых размеров) проводник с током. 
 В работах Био и Савара (1820 г.) был установлен закон, определяющий 
силовую характеристику (вектор магнитной индукции B ) магнитного поля, 
создаваемого электрическим током. В общем виде этот закон был 
сформулирован Лапласом и получил название - закон Био - Савара - Лапласа. 
 Отметим, что термин «магнитное поле» был введён в связи с тем, что 
возбуждаемое электрическим током поле оказывало ориентирующее действие 
на магнитную стрелку. 
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Классическая электродинамика описывает  поведение электромагнитного 
поля, осуществляющего взаимодействие между электрическими зарядами. 
Нужно отметить, что все тела построены из электрически заряженных частиц, 
что определяет широту и разнообразие проявлений электромагнитного 
взаимодействия.   
Законы классической электродинамики сформулированы в уравнениях 
Максвелла, которые позволяют определить значения характеристик 
электромагнитного поля в вакууме и в макроскопических телах в зависимости 
от распределения в пространстве электрических зарядов и токов. 
Большой вклад в развитие электродинамики внес М. Фарадей, он впервые 
стал рассматривать электрические и магнитные  процессы с единой точки 
зрения. В 1831 г. Фарадей открыл явление электромагнитной индукции – 
возникновение электрического тока в контуре, находящемся в переменном 
магнитном поле. Это положило начало развитию электротехники. 
Создание квантовой теории строения вещества привело к определению 
границ применимости классической электродинамики. В  этих пределах 
уравнения Максвелла и классическая электронная теория сохраняют свою силу, 
являясь фундаментом большинства разделов электротехники, радиотехники, 
электроники и оптики. С помощью уравнений Максвелла решаются проблемы 
поведения плазмы в лабораторных условиях и в космосе. 
Отметим, что классическая электродинамика неприменима для 
электромагнитных волн большой частоты, для которых начинает сказываться 
квантовая природа излучения, в этом случае справедливы законы квантовой 
электродинамики. 
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1. МАГНИТНЫЕ ВЗАИМОДЕЙСТВИЯ 
 
 Известно, что два параллельных прямолинейных проводника, по которым 
текут токи одного направления, притягиваются друг к другу. Это добавочное 
взаимодействие, обусловленное движением зарядов (электрический ток - 
направленное движение зарядов), назвали магнитным взаимодействием. Оно не 
объясняется в рамках классической механики, так как при постоянной скорости 
движения зарядов ускорение отсутствует и согласно второму закону Ньютона   
( amF

 ) добавочное взаимодействие не возникает. 
 Магнитное взаимодействие, взаимодействие движущихся электрических 
зарядов объясняется в специальной теории относительности. Рассмотрим  
неподвижную систему отсчета K  и движущуюся относительно нее с 
постоянной скоростью v

 вдоль совпадающих осей Ox  и xO систему отсчета K
. Пусть в системе K  вдоль оси zO   располагаются неподвижные 
положительные точечные заряды 1q  и 2q  на расстоянии r  друг от друга (рис. 
1.1). Силы их взаимодействия описываются законом Кулона: 
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  Учитывая инвариантность электрического заряда частицы относительно 
преобразований Лоренца, можно показать, что сила взаимодействия зарядов 1q  
 
Рис.1.1 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Рис. 4.1. 
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и 2q  в системе отсчета, относительно которой они движутся параллельно друг 
другу с постоянной скоростью v

, определяется следующей формулой: 
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 Умножая числитель и знаменатель формулы (1.2) на 2
2
1
c
v  и 
учитывая, что скорость направленного движения зарядов в проводнике v<<c, 
можно записать 
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 Из формулы (1.3) видно, что элF1

 представляет собой силу электрического 
взаимодействия зарядов, определяемую законом Кулона, а мF1

 - это сила 
магнитного взаимодействия зарядов. Она существенно зависит от скорости 
движения зарядов, обращаясь в ноль при 0v , и в данном случае мF1

 
направлена противоположно элF1

 и значительно меньше ее по модулю 
(v
2
/c
2
<<1). 
 Запишем общую формулу для силы магнитного взаимодействия двух 
точечных зарядов 1q  и 2q , движущихся со скоростями 1v

 и 2v

  
                                     
  
,
4 3
22110
r
rxvqxvq
Fм



                             (1.4) 
где введена магнитная постоянная 0  
μ0 


2
0
1
c
4π·10-7 Гн/м, 
а двойное векторное произведение в выражении (1.4) раскрывается по 
известной формуле 
                                          baccabcba

 .         (1.5) 
 
 Нетрудно проверить, что в случае одинаковых скоростей движения 
зарядов из выражения (1.4) следует формула (1.3). 
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2. МАГНИТНОЕ ПОЛЕ ДВИЖУЩЕГОСЯ ЗАРЯДА. 
СИЛА ЛОРЕНЦА 
 
 В соответствии с идеей близкодействия магнитное взаимодействие между 
зарядами осуществляется посредством магнитного поля. Так, например, можно 
считать, что заряд 1q  взаимодействует в месте своего расположения с 
магнитным полем, создаваемым зарядом 2q . Это приводит к следующей форме 
записи выражения (1.4): 
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220
11
4
зм xBvq
r
rxvq
xvqF

















 ,        (2.1) 
где введена силовая характеристика магнитного поля заряда 2q  - вектор 
магнитной индукции 2зB

. В общем случае для ЗB

 можно записать: 
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 Здесь r

 - вектор, проведенный от заряда q  в рассматриваемую точку 
пространства. 
 Для общности выражений в формулу (1.7) и в последующие формулы 
вводится относительная магнитная проницаемость   среды, которая учитывает 
изменение магнитного поля в присутствии вещества. Для вакуума 1 . 
 Направление вектора ЗB

 (рис.1.2,а) можно определить по следующим 
правилам: 1) векторного произведения двух векторов - вектор ЗB

 
перпендикулярен плоскости векторов v

 и r

, если смотреть с конца вектора ЗB

, 
то кратчайший поворот от v

 к r

 будет виден против часовой стрелки; 2) по 
правилу левой руки - четыре пальца направляют по скорости движения заряда, 
вектор r

 входит в ладонь, отогнутый на 900 большой палец покажет 
направление ЗB

; 3) по правилу правого буравчика - вращательное движение 
буравчика производим от v

 к r

, тогда поступательное движение буравчика 
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покажет направление зB

. Все эти правила справедливы для положительного 
заряда, в случае отрицательного заряда полученное направление ЗB

 нужно 
изменить на противоположное. 
Для определения направления силы магнитного взаимодействия двух 
зарядов необходимо сначала найти направление вектора индукции зB

 одного из 
зарядов, а затем по правилам, перечисленным выше, найти направление мF

 
(рис.1.2,б). 
Если в формулу (1.6) вместо индукции магнитного поля зB

 движущегося 
заряда подставить B

, созданное проводниками с током, постоянными 
магнитами и т.д., то тогда силу мF

 принято называть силой Лоренца лF

 и для 
нее можно записать следующее выражение: 
 
                               ,BxvqFл

   BvvBqFл

,,sin          (2.3) 
 
                                                      Рис. 2.1 
 
Итак, сила Лоренца - сила, действующая со стороны магнитного поля на 
движущуюся в нем заряженную частицу. Направление силы Лоренца 
определяется по правилу левой руки: четыре пальца – по направлению движения 
заряда, линии магнитной индукции входят в ладонь, отогнутый большой палец 
указывает направление силы Лоренца. Из этого правила, кстати, следует 
важный вывод: сила Лоренца всегда перпендикулярна направлению движения 
заряда, а значит она не совершает работы и, следовательно, не меняет 
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кинетической энергии частицы, то есть модуля ее скорости. Сила Лоренца 
изменяет лишь направление вектора скорости, сообщая частице 
центростремительное ускорение. 
 
 Рассмотрим частные случаи движения частицы в однородном 
магнитном поле. 
 а) α=00. В этом случае лF  = 0, частица движется прямолинейно вдоль 
линий вектора B

 (рис.2.2,а). 
 
б) α=900. Частица движется в магнитном поле перпендикулярно линиям вектора 
B

. Траектория движения частицы - окружность радиуса R (рис.2.2,б). 
Используя второй закон Ньютона, для радиуса R и периода Т обращения 
частицы можно получить 
:maFл   R
v
mvBq
2
 
                                ,
Bq
mv
R            
Bq
m
v
R
T




22
              (2.4) 
 в) α - произвольный угол. Траекторию движения частицы - винтовую 
линию (рис.4.12,в), можно представить как сумму двух видов движения - 
прямолинейного вдоль линий B

 (α=00) и движения по окружности в плоскости, 
перпендикулярной вектору B

 (α=900). 
 Для параметров винтовой линии - радиуса R окружности, периода Т 
обращения и шага h винтовой линии (рис.2.2,в) можно записать 
Рис.2.2 
а б в 
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    ;
Bq
mv
R      ,
2
Bq
m
T

       ,Tvh  11      cos11 ,    sin . (2.5) 
 
 В неоднородном магнитном поле частица в общем случае будет 
двигаться по винтовой линии, радиус и шаг которой будут изменяться, т.е. по 
спирали.  
 В совмещенных в пространстве электрическом и магнитном полях на 
частицу, кроме силы Лоренца, будет также действовать кулоновская сила 
 
 BvqEqFFF лк

      (2.6) 
 
 
Рис.2.3 
 
   Из формулы (2.6) следует, что когда вектора E

 и B

 будут параллельны, 
траектория движения частицы представляет собой винтовую линию, у которой 
радиус R остается постоянным (модуль v

 не изменяется), а шаг h будет 
увеличиваться (под действием кулоновской силы модуль 11v

 будет возрастать, 
см. рис.2.2,б). 
 В скрещенных под прямым углом однородных электрическом и 
магнитном полях (рис.2.2,в) заряженная частица будет двигаться равномерно и 
прямолинейно, если ее вектор скорости v

 будет направлен от нас в плоскость 
рисунка, а модуль вектора скорости равен  
 ЕqВqFF кл :   BEv  . 
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Задача. Пучок нерелятивистских протонов проходит, не отклоняясь, 
через область, в которой созданы однородные поперечные, взаимно 
перпендикулярные электрическое и магнитное поля (Е =120 кВ/м и В =50 мТл). 
Затем пучок попадает на заземленную мишень. Найти силу, с которой пучок 
действует на мишень, если ток в пучке I = 0,80 мА. 
 Прежде всего отметим следующее: со стороны этих полей на заряд 
действуют силы – электрическая сила и сила Лоренца. Протоны двигаются не 
отклоняясь – значит эти силы равны и противоположно направлены.  
пусть протон движется вправо, а электрическое поле Е направлено вертикально 
вверх (рис. 1.3). Электрическая сила, действующая на протон,                          
равна  Fэл = qE и направлена в ту же сторону, следоветельно сила Лоренца 
должна быть направлена вниз. Применяя правило левой руки видим, что вектор 
В должен быть направлен к нам (рис. 1.3).  Приравняем эти силы: 
                                           
qEqvB 090sin ,    B
E
v 
.                                     (2.4) 
Мы получили любопытный результат – двигаться  в этих скрещенных полях не 
отклоняясь, равномерно и прямолинейно, будут частицы, обладающие 
определенной скоростью (см. (1.3)), независимо от их заряда и массы. 
Получился интересный способ сепарации (разделения) заряженных частиц по 
скоростям: установим на пути пучка экран с 
малым отверстием в центре и получим на выходе 
пучок частиц с одинаковыми скоростями (частицы 
с другими скоростями попадут на экран). Так, 
кстати, и делают в некоторых масс-спектрометрах. 
 Но вернемся к задаче. Найдем силу F, 
действующую на мишень. По второму закону 
Ньютона t
p
F



, где р - суммарный импульс, 
который протоны передают мишени за время t . Он складывается из 
Рис. 2.2 
Fэл 
Fл 
Е 
 
B 
v 
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импульсов отдельных протонов и его можно записать в виде Npр  , 
где  
mvp 
 - импульс одного протона, а N  - число протонов, попавших на 
мишень за время t . Таким образом,  
                               t
N
B
mE
t
Nmv
t
Np
t
p
F












.                             (2.4) 
Займемся силой тока в пучке. По определению t
Ne
t
q
I






, где e – заряд 
протона. Отсюда e
I
t
N



 и мы получаем окончательный ответ 
                                           мкН
eB
mEI
F 20 .                                                (2.5) 
 
3. ЗАКОН БИО-САВАРА-ЛАПЛАСА. ЗАКОН АМПЕРА 
 
 Элемент тока dlI  - это вектор, направленный в каждой точке 
проводника с током I  параллельно вектору j  плотности тока и равный по 
модулю произведению силы тока I  на элемент длины dl  проводника. 
 Найдем индукцию Bd

 магнитного поля, создаваемого элементом тока. 
При пропускании по проводнику тока I  в элементе длины dl  проводника 
объемом Sdl  (S - площадь поперечного сечения проводника, рис.3.3,а) движутся  
N свободных зарядов со скоростью направленного движения v

, каждый из 
них создает магнитное поле с индукцией ЗB

. Учитывая малые размеры 
элемента длины dl  проводника для Bd

 можно записать 
 
3
0
4 r
rvNq
BNBd З
 



. 
 Используя формулы для плотности тока vqnj

  и силы тока jSI  , 
получим 
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ldISdljSdlvqnvVqnvNq

 , 
что позволяет оценить Bd

 по следующему выражению:   
                     
 
,
4 3
0
r
rdlI
Bd


 
  










rdl
r
Idl
dB

,,
4
sin
2
0
,       (3.1) 
где r

 - вектор, проведенный от элемента тока к рассматриваемой точке 
пространства. 
 Формула (4.9) получила название - закон Био - Савара - Лапласа (БСЛ), 
который определяет индукцию магнитного поля, создаваемого элементом 
тока. Направление вектора Bd

 определяется по правилам, приведенным в 
параграфе 4.2 (рис.3.3,б). 
     Если поместить элемент тока в магнитное поле, то силу Fd

, действующую 
на него со стороны магнитного поля, можно найти как сумму сил Лоренца лF

, 
действующих на заряды, движущиеся в элементе тока: лFNFd

 . Используя 
методику вывода закона БСЛ, получим 
                   ,BxlIdFd

  







BldIdldF

,,sin .  (3.2)  
 
Формула (3.2) представляет собой закон Ампера, определяющий силу, 
 которая действует на элемент тока со стороны магнитного поля. 
Направление силы Fd

 удобно определять по правилу левой руки, изложенному 
выше (рис.3.3,в). 
 
j  
Рис. 3.3 
а б в 
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 Задача. По двум длинным тонким параллельным 
проводникам (рис. 3.4) текут токи I1 и I2 . Расстояние 
между ними a, ширина правого проводника b. Имея в виду, 
что оба проводника лежат в одной плоскости, найти силу 
магнитного взаимодействия между ними в расчете на 
единицу их длины. 
 Прежде всего подумаем, как описать такое                          Рис. 3.4 
 взаимодействие. Обычно поступают так. Будем 
 считать, что один из проводников создает в окружающем пространстве 
магнитное поле, в котором находится второй проводник, и на него действует 
сила Ампера. В нашем случае удобно считать, что поле создается первым 
проводником – просто потому, что мы знаем формулу для магнитной индукции 
такого поля: 
                                                
r
I
B


2
10
1  ,                                                       (3.3) 
где r – расстояние от проводника до данной точки. 
Мы не можем сразу применить формулу (3.2), потому что различные участки 
второго проводника находятся на разном расстоянии от первого и магнитная 
индукция В1 для них будет различна. Как быть? Разобьем второй проводник на 
бесконечно узкие полоски шириной dr и рассмотрим одну из них, находящуюся 
на расстоянии r от первого проводника. Эта полоска находится в поле, 
индукция которого определяется формулой (3.3), и по ней протекает 
бесконечно слабый ток dI2, величину которого легко определить из 
соображений пропорциональности: 
                                                  dr
b
I
dI 22  .                                                     (3.4) 
Вот для этой полоски мы можем применить формулу (3.2), заменив в ней FA на 
dF (на бесконечно узкую полоску с бесконечно малым током действует 
бесконечно слабая сила!)и I на dI2 : 
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0 0 1 2
2 1 sin90
2
I I
dF dI B l dr
br

 

.                         (3.5) 
По правилу буравчика вектор В1 во всех точках направлен перпендикулярно  
плоскости чертежа от нас, поэтому направление сил dF для всех полосок 
совпадает – по правилу левой руки они направлены влево – в сторону первого 
проводника. Это значит что и результирующая сила направлена в ту же 
сторону, и найти ее можно легко – проинтегрировав выражение (3.5): 
0 1 2
2
a b
a
I I
F dr
br
 


0 1 2 ln
2
I I a b
b a
 


.                               (3.6) 
 
4. РАСЧЕТ МАГНИТНЫХ ПОЛЕЙ 
 
 Для расчета индукции магнитного поля проводника с током нужно 
разбить его на отдельные элементы тока (представить его как систему (набор) 
элементов тока), по закону БСЛ найти вектора индукции Bd

 магнитного поля 
от каждого элемента тока в рассматриваемой точке и затем суммировать их по 
правилу сложения векторов: 
0
34
Idlxr
B dB
r
    

  .                         (4.1) 
 Прежде чем перейти к конкретным примерам расчета магнитных полей, 
отметим, что для графического изображения магнитных полей используются 
линии вектора магнитной индукции (линии B

), которые проводятся так, 
чтобы в каждой точке линии вектор B

 был направлен по касательной к ним. 
 Из опыта известно, что в природе не существует магнитных зарядов, 
поэтому линии B

 являются замкнутыми. В ряде случаев направление вектора 
B

в данной точке поля удобно определять, предварительно проведя через 
данную точку линию вектора B

. 
 Рассмотрим два примера расчета индукции магнитного поля с 
использованием закона БСЛ. 
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Пример 1. Магнитное поле прямолинейного проводника конечной длины с 
током I. 
 Рассчитаем индукцию магнитного поля прямолинейного проводника 
конечной длины с током I  в точке А (рис.4.4,а). Положение точки А можно 
задать расстоянием a  до проводника и углами α1 и α2; α1- угол между первым 
элементом тока (он расположен там, откуда начинается ток) и вектором 1r

, 
проведенным от этого элемента тока в точку А; α2 - угол между последним 
элементом тока (он расположен там, где заканчивается ток) и вектором 2r

, 
проведенным от этого элемента тока в точку А. 
 
 
Рис. 4.1 
 Из рис.4.4,а  видно, что все вектора Bd

 направлены перпендикулярно 
плоскости чертежа от нас, следовательно, также направлен и вектор B

 
суммарного поля. Тогда формула (4.11) для модуля вектора B

запишется так 
0
2
sin
4
I dl
B
r
 

 
. 
Для того, чтобы взять такой интеграл необходимо рассмотреть чертеж, 
приведенный на рис.4.4,б, где приведен произвольный элемент длины dl  
проводника. Из рис.3.4,б следует 
 
.;;:~
2 a
d
r
dl
dl
rd
r
a
BC
BM
AC
OA
BCMOAC



  
 
Подставляя полученное выражение в интеграл, получим  
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)cos(cos
4
sin
4
21
00 2
1






 

 a
I
d
a
I
B .   (4.2) 
  
Направление вектора B

 можно определить, предварительно проведя линии B

 
прямого проводника с током - это окружности, охватывающие проводник и 
лежащие в плоскости, перпендикулярной к нему; направление линий B

 связано 
правилом правого буравчика с направлением тока в проводнике. Тогда вектор 
B

 в каждой точке линии будет направлен по касательной к ней (рис.4.1,в).  
     В частном случае бесконечно длинного проводника с током (α1→0
0
, 
α2→180
0) получим 
 
                                                 r
I
a
I
B






22
00 .                 (4.3) 
  
Обычно расстояние от проводника до рассматриваемой точки обозначают 
буквой r  , поэтому в формулах (4.2) и (4.3), в общем случае, вместо буквы а 
пишут букву r. 
 
Пример 2.  Магнитное поле на оси кольцевого тока 
 
 Рассчитаем индукцию магнитного поля в точке А, находящейся на оси 
кольцевого тока I  радиуса R на расстоянии а от его центра (рис.4.5,а). 
 
 
 
           
20 
 
    
На рис.4.5,а указаны вектора Bd

, созданные верхним и нижним элементами 
тока в точке А. Они образуют угол  с вертикальным направлением. Вектора 
Bd

, созданные всеми элементами тока, образуют конус векторов Bd

 и из 
соображений симметрии следует, что суммарный вектор B

 в точке А будет 
направлен по оси кольца. Проектируя уравнение (4.11) на ось Ох, получим 
 
                       
   








2
3
22
2
0
2
0
2
0
0
24
2sin
4
90sin
βsin
aR
IR
r
RI
r
Idl
dBB .     (4.4) 
  
Для центра кольцевого тока (точка О) 0a   и поэтому 
 
                                                             R
I
B
2
0 .                 (4.5) 
  
Линии B

 кольцевого тока представляют собой окружности, перпендикулярные 
плоскости кольца, их направление связано правилом правого буравчика с 
направлением тока (рис.4.5,б). 
 
Задача.  Длинный прямой проводник имеет сечение в виде тонкого 
полукольца радиуса R (рис. 4.6). Найти индукцию магнитного поля на оси 
проводника, если по нему течет ток I. 
 
Данный проводник можно представить в 
виде множества параллельных бесконечно 
тонких проводников. Рассмотрим один из 
них. Этому проводнику соответствует 
длина  дуги dl и опирающийся на нее угол 
dα. По этому проводнику протекает 
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бесконечно малый ток dI , величину которого можно легко посчитать, если 
воспользоваться пропорцией:                                                  Рис. 4.6          
R
I
dl
dI

  , то есть   dl
R
I
dI

 . 
А если учесть, что Rddl   ,  то   

Id
dI  . 
Этот ток создает в точке на оси бесконечно малое поле с индукцией dB. А 
выражение для нее мы знаем: магнитная индукция поля прямого тока 
определяется по формуле 
                                             
R
Id
R
dI
dB
2
00
22 



 .                                       (4.6) 
Вектор dB (его направление определим по правилу буравчика) можно 
разложить на две составляющие = dBx  и dBy (см.  рис.6.3). Возникает вопрос: а 
как будет направлен результирующий вектор B ? Чтобы ответить на него 
рассмотрим еще один бесконечно тонкий проводник, расположенный 
симметрично первому слева от оси OY (на рисунке он выделен пунктиром). 
Вектор dB' для этого тока будет направлен симметрично вектору dB 
относительно оси OX, и если его тоже разложить на две составляющие, то 
становится понятно, что y-составляющие этих векторов будут компенсировать 
друг друга, а x-составляющие будут складываться. Итак, мы поняли как 
направлен  вектор B  - он направлен вдоль оси OX, и для того, чтобы его найти 
нужно просуммировать  dBx . Для этого выполним следующие действия. 
1.     
R
dI
dBdBx 2
0
2
sin
sin


  . 
2.     
R
I
d
R
dI
BB x 3
0
0
2
0
2
sin






  .                                                 (4.7) 
 
5. ТЕОРЕМА О ЦИРКУЛЯЦИИ ВЕКТОРА МАГНИТНОЙ ИНДУКЦИИ 
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Возьмем в магнитном поле воображаемую замкнутую линию - контур Г  
(рис.5.1,а). Введем вектор ld

 - по модулю он равен элементу длины dl  контура, 
в каждой точке контура он направлен по касательной  в направлении обхода  
контура (рис.5.1,а) 
 
Рис.5.1 
 
 Интеграл вида  
  
  







Г Г
ldBBdlldB

,,cos , 
 
получил название циркуляции вектора B

 по замкнутому контуру (Г). 
Можно доказать теорему о циркуляции вектора B

, которая для случая 
вакуума читается следующим образом: циркуляция вектора B

 по 
произвольному замкнутому контуру (Г) равна алгебраической сумме токов, 
охватываемых этим контуром, умноженной на 0μ :  
 
                                                         
 
Г i
iIBdl 0cos                 (5.1) 
 
Знак силы тока I  в формуле (5.1) выбирается следующим образом: если 
направление тока связано с направлением обхода контура правилом правого 
буравчика, то выбирается знак плюс; если нет - знак минус. 
 Проверим теорему на примере прямолинейного проводника бесконечной 
длины с током I . Возьмем контур (Г), совпадающим с линией B

 радиуса R , а 
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направление обхода контура выберем против часовой стрелки, т.е. по 
направлению линии  B

 (рис.5.1,б). Тогда 
 
   
   








г г г
IR
R
I
dl
R
I
dl
R
I
Bdl ,2
22
0cos
2
cos 0
000  
 
что и требовалось показать. 
 Циркуляция вектора B

 по контуру (Г), приведенному на рис.5.1,в, равна 
μμ0(2I1-I2). Это связано с тем, что ток 1I  охватывается контуром два раза, и 
поэтому в формулу входит коэффициент два; ток 3I  контуром не охватывается 
и поэтому ток 3I  в формулу не войдет. 
 
6. ПРИМЕНЕНИЕ ТЕОРЕМЫ О ЦИРКУЛЯЦИИ К РАСЧЕТУ 
МАГНИТНЫХ ПОЛЕЙ 
 
Теорема о циркуляции вектора B

 позволяет рассчитать модуль вектора B

 
в случаях определенной симметрии магнитного поля, т.е. когда известно 
направление вектора B

 в каждой точке поля. Отметим следующие этапы 
применения теоремы: 1) из симметрии задачи сначала определяем 
направление вектора B

 в любой точке поля. Если этого сделать нельзя, то для 
расчета поля (направления и модуля вектора B

) необходимо использовать 
закон БСЛ и принцип суперпозиции для магнитных полей; 2) выбираем контур 
(Г) и рассчитываем циркуляцию вектора B

 согласно ее определению; 3) 
рассчитываем сумму токов, охватываемых контуром; 4) применяем теорему для 
расчета модуля вектора B

. 
 Рассмотрим три примера расчета магнитного поля на основе теоремы о 
циркуляции вектора B

. 
 
Пример 1.  Магнитное поле бесконечно длинного соленоида.  
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Соленоид представляет собой проводник, навитый на цилиндрический каркас.  
 
Рис. 6.1 
1 этап. Из симметрии задачи следует, что магнитное поле существует 
только внутри соленоида. Оно является однородным, линии B

 связаны с 
направлением тока в соленоиде правилом правого буравчика (рис. 6.1,а) 
2 этап. Выбираем контур (Г) в виде прямоугольника 1-2-3-4-1, одна из 
сторон которого параллельна оси соленоида и располагается внутри него. 
Рассчитаем циркуляцию вектора B

 по этому контуру (Г) 
 
    
1
2
4
01
1 2 3
40302 ,90coscos90cos0coscos lBdlBBdlBdlBdlBdlBdl
г
 
где l  - длина стороны 1-2 контура; на сторонах контура 2-3, 3-4 и 4-1 интеграл 
обращается в ноль, так как внутри соленоида α=900, а за его пределами В=0. 
 3 этап. Рассчитаем сумму токов, охватываемых контуром:   INIi , где 
N  - число витков на стороне контура 1-2. Выбираем знак плюс, так как 
направление тока и обхода контура связаны правилом правого буравчика. 
 4 этап. Найдем модуль вектора B

:     ,0NIlB    
                                                               
nIB 0 ,     (6.1) 
где lNn   - число витков на единицу длины соленоида. 
 Полученная формула применима также и для расчета модуля B

 
магнитного поля внутри длинного соленоида - соленоида, у которого длина   
значительно превышает диаметр D витков  Dl  . 
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Пример 2. Магнитное поле тороида.  
 
    Тороид  представляет  собой  проводник,  навитый  на каркас в виде тора 
(рис. 6.1, б). 
 1 этап. Из симметрии задачи следует, что магнитное поле существует 
только внутри тороида. Линии вектора B

 представляют собой окружности с 
центром в точке О (рис. 6.1,б), их направление связано с направлением тока в 
тороиде правилом правого буравчика. Вектор B

 направлен по касательной к 
линиям B

. 
 2 этап. Выбираем контур (Г), совпадающим с линией B

 радиуса r , 
направление обхода контура возьмем по часовой стрелке. Рассчитаем 
циркуляцию вектора B

 по этому контуру (Г)  
  
  
Г Г
rBdlBBdl 20coscos . 
 3 этап. Рассчитаем сумму токов, охватываемых контуром (Г):   INI i , 
где N  - число витков тороида. 
 4 этап. Найдем модуль вектора B

 
                                                 
 NIrB 02 ,   ,0 rRnIB                         (6.2 а) 
где  RNn 2  - число витков, приходящихся на единицу длины тороида; R  - 
радиус окружности, проходящей через центры витков тороида. 
 Если диаметр D  витков тороида значительно меньше R  (D<< R ), то тогда 
можно считать, что Rr   и записать 
                                                                     
nIB 0 .                        (6.2 б) 
 
Пример 3. Магнитное поле коаксиального кабеля. 
 
     Коаксиальный кабель представляет собой два коаксиальных 
цилиндрических проводника (оси цилиндров совпадают), разделенных слоем 
диэлектрика, причем внутренний проводник является сплошным (рис.6.2,а). По 
кабелю пропускают высокочастотный переменный ток, который в каждый 
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момент времени протекает по проводникам в противоположных направлениях. 
Из-за скин-эффекта ток по внутреннему проводнику протекает только по его 
внешней поверхности и поэтому магнитное поле коаксиального кабеля 
эквивалентно магнитному полю двух токов одинаковой величины I, текущих по 
цилиндрическим поверхностям радиусов R1 и R2 в противоположных 
направлениях (рис.6.2,а) 
 
Рис.6.2 
      1 этап. Из симметрии задачи (осевая симметрия) следует, что линии вектора 
B

  представляют собой окружности, располагающиеся в плоскости, 
перпендикулярной к оси цилиндров, с центрами на этой оси. Направление 
линий B

связано правилом правого буравчика с направлением тока в 
проводниках. Вектор B

 будет направлен по касательной к линии B

 в каждой ее 
точке. Причем на одинаковом расстоянии от оси (на цилиндрических 
поверхностях) вектор B

 будет одинаковым по модулю. 
      2 этап. Рассмотрим область пространства между цилиндрами (R1<r<R2). 
Выбираем контур (Г), совпадающим с линией вектора B

 радиуса r , 
направление обхода контура возьмем против часовой стрелки. Рассчитаем 
циркуляцию вектора B

 по этому контуру (Г)  
  
  
Г Г
rBdlBBdl 20coscos . 
 3 этап. Рассчитаем сумму токов, охватываемых контуром (Г):   IIi  
. 4 этап. Найдем модуль вектора B

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 IrB 02 ,   
r
I
B



2
0  
    Для областей пространства  r<R1 и  r>R2 сумма токов, охватываемых 
контуром, будет равна нулю, и поэтому магнитное поле в этих областях 
пространства отсутствует. Тогда для магнитного поля коаксиального кабеля 
можно записать 
            R1<r<R2:    
r
I
B



2
0 ,       r<R1 , r>R2         0В .                                      (6.3) 
       На рис.6.2,б приведен график зависимости модуля вектора B

 для 
коаксиального кабеля от расстояния r. Можно отметить, что магнитное поле в 
пространстве между цилиндрами создается только током, текущим по 
внутреннему цилиндру. 
 
Задача 6.1. По прямому проводу круглого сечения радиуса R течет ток 
плотности j. Найти индукцию магнитного поля этого тока как функцию 
расстояния r от оси проводника.  
Мы имеем прямой ток, и линии магнитной 
индукции – окружности с центром на оси 
проводника. В качестве контура L выбираем 
окружность радиуса r, совпадающую с одной из 
линий магнитной индукции (см. рис. 6.3). На 
этом рисунке изображены два  контура  разного  
радиуса  –  у  верхнего  r <R, а у нижнего  r > R. 
Рассмотрим первый случай, то есть найдем 
индукцию поля внутри проводника. Вначале 
вычислим циркуляцию вектора B  по этому 
контуру (это левая часть формулы (5.1)). При 
этом учтем два обстоятельства: 
Вектор B  в каждой точке контура направлен по касательной к нему, то есть 
сонаправлен с вектором dl , поэтому в подынтегральном выражении можно 
Рис. 6.3 
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произвести замену Bdl на Bdl. Модуль В одинаков во всех точках контура 
(осевая симметрия!) и его можно вынести за знак интеграла.  
В итоге имеем 
 rBdlBBdlldB
LLL
2 

  (6.3) 
 В правой части формулы (5.1) стоит ток, охватываемый этим контуром, 
то есть ток, протекающий через заштрихованную часть поперечного сечения 
проводника: 
2I j r   . Подставляя полученные выражения в формулу (5.1), 
получаем 
   0
1
2
B jr  .  (6.4) 
Займемся полем вне проводника. Теперь в качестве контура возьмем 
окружность радиуса r > R (нижний контур на рисунке). Повторяя те же 
рассуждения, получим тот же результат: 
.2  rBldB 

 
Иначе обстоят дела с правой частью выражения (5.1). Теперь контур 
охватывает все сечение проводника и поэтому ток I не зависит от радиуса 
окружности (как в первом случае) и просто равен силе тока I, протекающего по 
проводнику: 
2I j R I    . Приравнивая эти выражения (с учетом 0 ), 
получим известную формулу для индукции магнитного поля вне проводника 
 
  
0
2
I
B
r



.    (6.5) 
Изобразим графически полученные 
зависимости (рис. 6.4): 
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Рис. 6.4 
 
 
 
 
 
Задача 6.2. В параллельном  пучке электронов плотность потока электронов не 
одинакова и зависит от расстояния r от оси пучка. При этом индукция 
магнитного поля внутри пучка зависит от r 
по закону B br . Найти  плотность 
электронного тока как функцию r. 
 
По сути эта задача близка 
рассмотренной выше, и для ее решения 
также применим теорему о циркуляции, взяв 
в качестве контура L окружность радиуса  r  
 IldB
L
0

,                                       
                                     
122  
 brrBdlBBdlldB
LLL

, 
и, таким образом, ток, протекающий в пределах пучка радиуса  r, равен 
 
1
0
2
.I br



        (6.6) 
Возьмем дифференциал от обеих частей этого уравнения:  
  
0
2
1 .dI b r dr

 

   (6.7) 
dI  – это ток, протекающий через поперечное сечение в виде кольца радиуса r 
и шириной dr (см. рис. 6.5), и его можно выразить через плотность тока  j по 
формуле 
Рис. 6.4 
Рис. 6.5 
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2 .dI j rdr    
Отсюда легко получается ответ: 
  
  1
0
1
.
b
j r



 (6.8) 
 
Задача 6.3. Внутри неограниченной пластины толщины 2d параллельно ее 
поверхности протекает однородный ток плотности j. Найти индукцию 
магнитного поля этого тока как функцию расстояния x от средней плоскости 
пластины. 
 
Прежде всего, надо разобраться с тем, что представляют собой линии 
магнитной индукции этого поля. Чтобы ответить на этот вопрос, рассмотрим 
систему длинных тонких параллельных проводников с токами одного 
направления (рис. 6.6) и изобразим линии магнитной индукции. Как видно из 
 
рисунка, составляющие вектора B  (а он направлен по касательной к силовой 
линии в любой точке), перпендикулярные плоскости, в которой лежат эти 
проводники, компенсируют друг друга, тогда как составляющие, параллельные 
этой плоскости будут складываться. Это важный результат – мы поняли 
геометрию поля. Ну а дальше изобразим пластину, линии магнитной индукции 
и контур 1-2-3-4-1, по которому будем вычислять циркуляцию вектора  B  (см. 
рис. 6.7).  
Рис. 6.6 
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Запишем изначальное равенство 
  IldB
L
0

    (6.9) 
и займемся его левой частью. На участках 1-2 и 3-4 вектора B  и dl  
сонаправлены, а на участках 3-4 и 4-1 они взаимно перпендикулярны (а это 
значит, что Bdl =0). Поэтому 
 BlldB
L
2 

   (6.10)  
Ток  I  в правой части (6.9) – это ток, охватываемый контуром 1-2-3-4-1, то 
есть ток, протекающий через заштрихованную площадку величиной 2xl (рис. 
6.7), и равный  
                                                 
xljI 2 .                                        (6.11) 
 
Рис. 6.7 
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Нам осталось подставить эти выражения в (6.9) 
 0 .B jx   (6.12а) 
 
Мы получили закон, по которому меняется поле внутри пластины в 
зависимости от величины х. В центральной плоскости (х = 0) поле отсутствует, 
и его индукция линейно увеличивается с ростом х. 
 Но это не все – ведь поле существует и вне пластины. Чтобы найти его 
изменим размеры контура 1-2-3-4-1: пусть теперь х >d (см. рис. 6.8). 
Вычисление левой части выражения (6.9) приводит к тому же результату (см. 
(6.10)), но ток  I  в правой части теперь не зависит от величины х – это ток, 
протекающий через заштрихованную часть пластины 
 
dljI 2 . 
 Поэтому вне пластины  
 0 .B jd                 (6.12б) 
 
Рис. 6.8 
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Мы получили важный результат: поле вне пластины – однородно.  
Графически это показано на рис. 6.9. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
7. МАГНИТНЫЙ ПОТОК. ТЕОРЕМА ГАУССА ДЛЯ ВЕКТОРА В. 
РАБОТА ПО ПЕРЕМЕЩЕНИЮ ПРОВОДНИКА И КОНТУРА С ТОКОМ 
В МАГНИТНОМ ПОЛЕ 
 
 
  Элементарным магнитным потоком dФ  через элементарную 
площадку dS  называется скалярная физическая величина, равная 
 
                         
 nBBdSSdBdФ 

,,cos   ,   (7.1) 
 
Рис.6.9 
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где  - угол между вектором B

 и вектором n

 нормали к площадке dS (рис.7.1а).  
 
Магнитный поток Ф через поверхность S равен сумме элементарных 
магнитных потоков dФ  
 
                                        
   sBdsdФФ cos .                (7.2) 
  
Линии B

 проводятся так, чтобы их густота определяла модуль вектора B

 в 
данной точке поля. Поэтому согласно формуле (7.2) магнитный поток Ф будет 
пропорционален количеству линий B

, пронизывающих поверхность S. 
     Как уже отмечалось,  в природе не существует магнитных зарядов, т.е. 
линии B

 являются замкнутыми и поэтому теорема Гаусса в интегральной и 
дифференциальной формах для вектора магнитной индукции B

 запишется 
следующим образом 
 
                                     0cos 
S
SdB

,        0 BBdiv

.                         (7.3) 
 
   Физический смысл теоремы Гаусса для вектора B

 заключается в 
следующем: в природе нет магнитных зарядов и поэтому линии B

 являются 
замкнутыми.  
dS 
rd  
F  
Рис.7.1 
а б 
в 
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 Найдем теперь работу dA  по перемещению прямолинейного проводника 
на бесконечно малом перемещении rd

 в однородном магнитном поле с 
индукцией B

 (рис.7.1,б). Длина проводника l , по нему протекает ток I . 
   Прежде всего, с использованием закона Ампера найдем силу F

, 
действующую на проводник с током со стороны магнитного поля. Для этого 
разобьем проводник на элементы тока dlI , найдем силы Fd

, действующие на 
каждый элемент тока, и затем сложим их  
 ,FdF

    IBlIBdldFF
090sin . 
 Тогда  
                                IdФIBdsIBldrcosFdrrdFdA 
00

,    (7.4) 
 
где dФ  - элементарный магнитный поток, пронизывающий поверхность dS , 
которую описывает проводник при своем движении в магнитном поле. 
 Работа сил поля на конечном перемещении складывается из работ dA  на 
малых участках пути 
   IФdФIdAA , 
  
и зависит от пути перехода проводника из начального состояния в конечное 
состояние. Другая ситуация возникает при расчете работы A по перемещению 
контура с током (рис.4.9,в) 
                                                    
  ФIФФIIdФA
Ф
Ф
 
2
1
12 ,              (7.5) 
где 21,ФФ  - магнитные потоки, пронизывающие плоскость контура в начальном 
и конечном положениях. 
 Из (7.5) следует, что работа по перемещению контура с током в 
магнитном поле не зависит от траектории пути, а определяется положениями 
начальной и конечной точек пути. Следовательно, для контура с током в 
магнитном поле можно ввести потенциальную энергию pW  и записать 
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выражение для работы следующим образом: 21 PP WWA  , что с учетом 
формулы (7.5) позволяет записать для потенциальной энергии pW  контура с 
током в магнитном поле  следующее выражение 
 
                                                         ФIWP  .                                                (7.6) 
 
 Задача. Квадратная рамка с током I=0,90 А расположена в одной 
плоскости с длинным прямым проводником, по которому течет ток I0 =5,0А. 
Сторона рамки а=8,0 см.Рамка имеет ось вращения, параллельную проводу и 
отстоящую от него на расстояние ηа (η = 1,5). Найти работу, которую 
необходимо совершить, чтобы повернуть рамку вокруг этой оси на 1800. 
 
Для решения этой задачи нам пригодится известная формула для работы, 
которую совершают силы магнитного поля при повороте рамки с током 
 12  IIA , где   - изменение магнитного потока через рамку при 
ее повороте. Но  в нашем случае работу по повороту рамки совершаем мы – 
против этих сил. Поэтому и знак работы будет иной: 
                               21  IA .                                                        (7.7) 
 Рамка находится в магнитном поле, созданном длинным прямым 
проводником. Линии магнитной индукции этого поля перпендикулярны 
плоскости, в которой лежит рамка. Магнитный  поток через нее вычисляется по 
формуле     
SSS
BdSBdSSdB 01 0cos

 .        (7.8)                              
Магнитная индукция поля прямого тока нам известна:  
                          
r
I
B


2
00    ,                    (7.9)                               
а площадь рамки мы разобьем на тонкие полоски толщиной dr (см. рис. 7.2), и 
поэтому adrdS  . Тогда 
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При повороте рамки направление нормали 
изменяется на противоположное, поэтому 
12  , и мы получаем окончательный 
результат 
 
                                          
2
1
2
1
ln2 001






 IaI
IA .                                 
(7.11)                                                                                                                                                         
 
8. КОНТУР С ТОКОМ В МАГНИТНОМ ПОЛЕ 
 
Для того чтобы описать поведение контура с током в магнитном поле, 
введем понятие его магнитного момента mp

. Это вектор, перпендикулярный к 
плоскости контура, направление mp

 связано правилом правого буравчика с 
направлением тока в контуре (рис.8.1,а). Модуль вектора mp

 равен ISpm  , где 
S  - площадь контура; I - сила тока, текущего по нему. Для определенности 
будем считать, что контур имеет прямоугольную форму с длиной сторон l14 =l23 
=a,   l12 =l34 = b.  
 
Рис.8.1 
dr r 
Рис. 7.2 
a 
ηa 
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 В однородном магнитном поле на контур действует пара одинаковых по 
модулю сил ( 12F

 и 34F

), создающих момент пары сил, проекция которого на ось 
вращения (обозначим ее как ось z) будет равна 
                            𝑀𝑧 = 𝐹ℎ = 𝐼𝐵𝑏𝑎 sin 𝛼 = 𝐼𝑆𝐵 sin 𝛼 = 𝑝𝑚𝐵 sin 𝛼,                        (8.1) 
где F=F12 =IBb , h=asinα . Под действием этого момента контур с током 
поворачивается и устанавливается в положении, при котором вектора mp

 и B

 
будут параллельны друг другу (рис.8.1,б,в). Это положение является 
положением устойчивого равновесия, ему соответствует минимальное значение 
потенциальной энергии pW  контура с током в магнитном поле. Можно 
показать, что для pW  из формулы (7.6) получается следующая формула: 
                   BpBpBISIBSIW mmP

 coscos)(cosФ , 
                         
  







BpBpBpW mmmp

,,cos .       (8.2) 
При α=0 BpW mp   т.е. принимает минимальное значение. 
 В неоднородном магнитном поле к вращательному движению контура с 
током добавляется его поступательное движение. В частном случае (α=0), 
приведенном на рис. 8.2, составляющие сил, действующих на стороны 
прямоугольного контура (указаны две силы 12F

 и 34F

), вызывают 
поступательное движение контура вдоль оси Оx.  Формулу для проекции силы, 
 вызывающей поступательное движение контура 
вдоль оси Оx можно найти, используя формулу 
связи консервативной силы и потенциальной 
энергии  








Bp
dx
dB
p
dx
dW
F mm
p
x

,,cos  . (8.3)  
 Отметим, как будет двигаться контур с током 
при различных углах α. При начальном значении 
α<900 контур будет поворачиваться с уменьшением угла α и втягиваться в 
Рис. 8.2 
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область более сильного поля. При начальном значении α>900 контур будет 
поворачиваться, уменьшая угол α, и выталкиваться в область более слабого 
поля; при достижении значений α<900 контур будет поворачиваться, уменьшая 
угол α до нуля, и втягиваться в область более сильного поля. И в том, и в 
другом случаях контур с током в конечном итоге втянется в область более 
сильного поля. 
 
Задача 8.1. Укрепленную на конце коромысла весов небольшую катушку К с 
числом витков N=200 поместили в зазор между полюсами магнита (рис. 8.3). 
Площадь сечения катушки S=1,0 см2 , длина плеча ОА коромысла l=30 см. В 
отсутствие тока через катушку весы уравновешены. После того, как через 
катушку пустили ток I=22 мА, для восстановления равновесия пришлось 
изменить груз на чаше весов на Δm=60 мг. Найти индукцию магнитного поля в 
месте нахождения катушки. 
         
 Любой виток с током обладает магнитным моментом. Для плоского витка 
этот магнитный момент равен 
                                                 nISpm

 ,                                                        (8.4) 
где I – сила тока в контуре, S – его площадь, n – единичный вектор нормали к 
плоскости контура. На контур с током, помещенный в магнитное поле начинает 
действовать момент сил, равный 
                                           sinBpM m ,                                                   (8.5)       
где α – угол между векторами pm  и B. Этот момент сил стремится повернуть 
контур так, чтобы его магнитный момент оказался сонаправленным с вектором 
В.                             
 Перейдем к решению задачи. В отсутствие магнитного поля весы 
уравновешены – момент силы тяжести катушки относительно точки О равен 
моменту силы тяжести грузов на чашке весов. При включении магнитного поля 
Рис. 8.3 
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появляется дополнительный момент сил (8.12), для компенсации которого 
увеличивают массу грузов на чашке весов. Запишем очевидное равенство: 
mglBNpm 
090sin , 
mglNISB   
и получим ответ 
                                                    
Тл
NIS
mgl
B 4.0

 .                                        
(8.6) 
 
Задача 8.2. Небольшая катушка с током, 
имеющая магнитный момент pm , находится на оси кругового витка радиуса R, 
по которому течет ток I. Найти модуль силы, действующий на катушку, если ее 
расстояние от центра витка равно х, а вектор pm  совпадает по направлению с 
осью витка. 
 
 В разделе 4 мы рассмотрели поле, созданное кольцевым током на его оси. 
Мы увидели, что индукция этого поля направлена вдоль оси и зависит от х по 
закону 
                                                      
  2
3
22
2
0
2 xR
IR
Bx



.                                          (8.7) 
Это неоднородное поле и поэтому на магнитный момент будет действовать 
сила 
                                                       cos
dx
dB
pF mx  ,                                           (8.8) 
где α – угол между векторами pm и В (в нашем случае он равен нулю). 
 Подставляя (8.7) в эту формулу и проводя дифференцирование получим 
ответ                       
                                             
  2
5
22
2
0
2
3
xR
xIRp
FF mx



.                                         (8.9) 
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Кстати – в условии не зря говорится о модуле силы: ее проекция на ось х будет 
отрицательна. Это говорит о том, что катушка будет втягиваться в область 
более сильного поля, то есть к центру витка. 
 
9. ЭФФЕКТ ХОЛЛА 
 
Возьмём металлическую прямоугольную пластинку шириной b и 
толщиной d. Пропустим по ней ток плотностью j  и поместим её в однородное 
магнитное поле, перпендикулярное плоскости пластины (рис. 9.1,а). 
 
      
На движущиеся в металле свободные электроны со стороны магнитного поля 
будет действовать сила Лоренца, которая приведёт к движению электронов к 
верхней грани пластины, она зарядится отрицательно, а нижняя грань – 
положительно. В результате этого в металле возникает поперечное 
электрическое поле, напряжённость E  которого будет перпендикулярна 
векторам B  и j . В возникновении поперечного электрического поля и 
заключается эффект Холла, открытый в 1879 году. 
 Для разности потенциалов, возникающей между верхней и нижней 
гранями пластины в условиях установившегося в поперечном сечении 
стационарного распределения зарядов, можно получить следующее выражение 
Рис. 9.1 
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nvbdqnvSqI 00  , 
nbdq
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 , 
FK = FЛ :   vBeEe  , 
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enbd
I
BEvbEb  21  , 
                                                
jbBR
d
IB
R XX  21   .                   (9.1) 
 Из формулы 9.1) следует, что холловская разность потенциалов  
определяется толщиной  ( d ) пластины в направлении магнитного поля, силой 
тока и модулем вектора B

 магнитного поля. Если выразить силу тока через 
плотность тока, то тогда в формулу войдет толщина ( b ) пластины в 
направлении, перпендикулярном направлению магнитного поля. 
   Характеристики материала, из которого сделана пластина, входят в 
выражение (9.1) через постоянную Холла: 
                         0
1
nq
RX  ,                                (9.2) 
где n – концентрация свободных заряженных частиц, заряд которых равен 0q . 
 Для металлов заряд q0  равен заряду электрона, и поэтому из 
экспериментально установленного значения  постоянной  Холла можно 
определить концентрацию свободных электронов в металле. 
 В зависимости от знака свободных носителей заряда постоянная Холла 
может быть больше или меньше нуля. Так для металлов (q0=e<0) RX<0 и 
разность потенциалов (φ1-φ2) будет отрицательной. В полупроводниках помимо 
электронного типа проводимости наблюдается и дырочная проводимость, 
обусловленная движением положительных квазичастиц ( 00 q ), получивших 
название «дырок». Для дырочной проводимости  знак разности потенциалов 
будет другим: (φ1-φ2)>0 и RX  будет  положительной величиной (RX>0). Поэтому 
по знаку постоянной Холла можно судить о том, какой тип проводимости 
преобладает в данном полупроводнике. 
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Задача 9.1. Найти подвижность электронов проводимости в медном 
проводнике, если при измерении эффекта Холла в магнитном поле с индукцией 
В=100мТл напряженность поперечного электрического поля у данного 
проводника оказалась в η =3,1∙103 раз меньше напряженности продольного 
электрического поля. 
 
 Прежде всего узнаем что называется подвижностью зарядов в 
проводнике. По закону Ома (в дифференциальной форме) плотность тока 
пропорциональна напряженности продольного электрического поля Е в 
проводнике (оно создается источником тока). С другой стороны плотность тока 
пропорциональна средней скорости упорядоченного движения зарядов в 
проводнике (см. формулу (7.22)). Это означает, что <u>~Е. Это соотношение 
можно записать в виде равенства, введя соответствующий коэффициент 
пропорциональности, который мы обозначим μ : 
                                                      Eu   .                                                 (9.3) 
Вот этот коэффициент и называется подвижностью зарядов в проводнике. Он 
имеет размерность м2/(В∙с) и его, конечно, не надо путать со скоростью. 
Поперечное электрическое поле появилось в результате эффекта Холла и его 
напряженность можно выразить из формулы BueeЕ   . Учитывая, что 

Е
Е , получаем ответ: 
                          сВ
мм
BBE
E
E
u



 
2
23102.3
1

  .                   (9.4) 
Задача 9.2. Металлическая пластина движется со скоростью v=90см/с в 
однородном магнитном поле с индукцией В=50мТл (рис. 9.2). Найти 
поверхностную плотность электрических зарядов, возникающих на пластине 
вследствие ее движения. 
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 Ситуация очень напоминает предыдущую задачу: заряды движутся 
вместе с проводником, на них действует сила Лоренца, происходит 
перераспределение зарядов – они накапливаются 
на поверхностях пластины, и возникает 
поперечное 
 электрическое поле. Перераспределение 
заканчива-                Рис. 9.2 
ется, когда электрическая сила становится равной 
силе Лоренца.  
 Далее все просто: 
                                                           лэл FF   ,   
                                                           evBeE  , 
0

Е  - напряженность поля между пластинами заряженного конденсатора, σ 
– поверхностная плотность зарядов, ε0 – электрическая постоянная. 
Окончательно получаем 
                               20 /40.0 мпКлvB .                               (9.5) 
 
10. ЦИКЛОТРОН 
 
Циклотрон – это ускоритель тяжёлых заряженных частиц, таких как 
протоны,  - частицы и ионы. В нём используется независимость периода 
обращения частицы в магнитном поле от скорости её движения. Циклотрон 
представляет собой вакуумную камеру, в которой находятся два металлических 
электрода из неферромагнитного материала (их называют дуантами, рис.10.1). 
Камера находится в однородном магнитом поле постоянного магнита (линии В 
  перпендикулярны плоскости дуантов). На электроды подаётся переменное 
напряжение и поэтому в зазоре между ними создается переменное 
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электрическое поле. Частицы, помещённые в зазоре вблизи центра дуантов, 
ускоряются этим поле и попадают внутрь дуантов.  Там на частицы           
 действует только магнитное поле (электрическое поле внутрь металлических 
электродов не проникает) и, описав полуокружности, частицы снова попадают 
в зазор и ускоряются электрическим полем. К этому моменту времени оно 
успевает изменить своё направление, так как период изменения напряжения на 
электродах подбирают равным периоду обращения частиц в магнитном поле. 
Постоянное ускорение частиц в зазоре между дуантами приводит  к 
увеличению радиуса их окружностей и при достижении его предельного 
значения пучок частиц выводится наружу. 
         В циклотроне энергия частиц может достигать значений порядка (1020)  
МэВ. При бóльших энергиях начинают сказываться релятивистские эффекты 
(зависимость массы частиц от скорости их движения), что приводит к  потере 
синхронизации  между периодами изменения электрического поля и обращения 
частиц в магнитном поле (период обращения будет зависеть от скорости, он 
будет увеличиваться). 
 Учёт релятивистских эффектов при ускорении частиц можно следующим 
образом. Во-первых, изменять частоту подаваемого на электроды переменного 
напряжения, такой способ используется в фазотронах, при этом максимальная 
энергия протонов достигает значений МэВГэВWK
31011   (она 
ограничена размерами дуантов). Во-вторых, можно одновременно изменять 
электрическое и магнитное поля так чтобы частицы двигались по окружности 
постоянного радиуса (синхротрон, максимальная энергия частиц ГэВWK 500 ). 
 
ЗАДАЧА 10.1. Протоны ускоряются в циклотроне так, что максимальный 
радиус кривизны их траектории rm=50 см. Найти полное время процесса 
ускорения протона, если частота генератора циклотрона ν=10,0МГц, и 
амплитудное значение напряжения между дуантами  в конце ускорения, если 
индукция магнитного поля в циклотроне В=1,0 Тл. 
Рис. 10.1 
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 Прежде чем мы будем решать эту задачу, обсудим более подробно 
принцип действия циклотрона. В зазоре между дуантами создается переменное 
электрическое поле, частота которого совпадает с частотой обращения частиц в 
магнитном поле. Таким образом, магнитное поле формирует траекторию 
движения частицы (она похожа на спираль), а увеличение скорости частицы 
происходит при прохождении ею зазора (дважды за оборот). Энергию, которую 
получает при этом частица, легко посчитать - она равна той работе, которую 
совершают электрические силы: meUА  (e – заряд частицы).  
 Перейдем к решению задачи. Так как период обращения протонов Т не 
меняется (кстати, 

1Т ), то полное время ускорения τ можно представить в 
виде: TN , где N – число оборотов, совершенных протоном. За один оборот 
протон приобретает энергию meUW 2 , а его максимальную энергию (в 
конце ускорения) легко найти по формуле 
                                             
 
2
2
2
22
mm
m
rmmv
W

 .                                     (10.1)     
 
Далее получаем окончательный ответ: 
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В заключение отметим важную вещь – принципиальным условием 
процесса ускорения частиц в циклотроне является постоянство периода их 
обращения в магнитном поле. Найдем его. На частицу массы m с зарядом q, 
движущуюся в магнитном поле с индукцией В перпендикулярно его силовым 
линиям, действует сила Лоренца, которая сообщает ей центростремительное 
ускорение, поэтому по второму закону Ньютона 
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T
 22
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. из формулы (10.3) следует, что неизменность периода обращения выполняется 
в нерелятивистском диапазоне скоростей частиц, пока их масса не зависит от 
скорости. Как только эта зависимость появляется, период обращения частицы 
начинает изменяться (он увеличивается) и возникает так называемая 
расстройка, которая разрушает процесс ускорения. По этой причине 
циклотроны позволяют разгонять протоны до энергий не более 25 МэВ. Как 
увеличить эту энергию? Существуют различные способы, один из которых 
заключается в синхронном изменении частоты переменного электрического 
поля в зазоре между дуантами. Такой усовершенствованный циклотрон 
называется фазотроном. Рассмотрим принцип его работы, решив следующую 
задачу. 
 
 
Задача 10.2. Чтобы в циклотроне не возникала расстройка, вызванная 
изменением периода обращения частицы при возрастании ее энергии, медленно 
изменяют (модулируют) частоту ускоряющего поля. По какому закону надо 
изменять эту частоту  t , если индукция магнитного поля постоянна и равна В 
и частица приобретает за один оборот энергию W . Заряд частицы q, масса m. 
 
 Итак, мы хотим разогнать частицу до релятивистских скоростей. При 
этом ее период обращения (см. (10.3))  начинает зависеть от скорости частицы 
по закону 
                                             
221
2
cvqB
m
T
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

.                                               (10.4) 
Кинетическая энергия релятивистской частицы определяется формулой 
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Посчитаем скорость изменения кинетической энергии, то есть возьмем ее 
производную по времени 
                                           dt
dv
c
v
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dWk
2
3
3
2
1
 .                                          (10.6) 
С другой стороны, скорость изменения кинетической энергии частицы можно 
определить как отношение 
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Приравняем правые части этих выражений 
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преобразуем их и проинтегрируем полученное равенство: 
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Отсюда  
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и мы получаем окончательное выражение 
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которое можно записать в более компактной форме, если ввести обозначения 
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 В заключение отметим, что частицы в фазотроне ускоряются до энергий 
порядка 1 ГэВ (на два порядка больше, чем в циклотроне!) и ограничения 
определяются в основном размерами фазотрона, так как с увеличением 
скорости частиц растет радиус их орбиты. 
 Мы уже отмечали, что циклотрон применяют для ускорения тяжелых 
заряженных частиц – протонов и ионов. Использовать циклотрон для ускорения 
легких частиц (например, электронов) не эффективно – у них малая масса, они 
быстро разгоняются до больших скоростей, возникают релятивистские 
эффекты и появляется расстройка, о которой мы уже говорили выше. Для их 
ускорения применяют другие устройства. Рассмотрим работу одного из них. 
Задача 10.3. Так как период обращения электронов в однородном 
магнитном поле с ростом энергии резко увеличивается, циклотрон оказывается 
непригодным для их ускорения. Этот недостаток устраняется в микротроне 
(рис. 10.2), где изменение периода обращения электрона ΔТ делают кратным 
периоду ускоряющего поля Т0 . Сколько раз электрону необходимо пройти 
через ускоряющий промежуток микротрона, чтобы приобрести                               
энергию W=4,6МэВ, если ΔТ=Т0 , индукция магнитного поля В=107мТл и 
частота ускоряющего поля ν=3000МГц? 
 
 Рассмотрим изменение периода обращения электрона, которое возникло 
при прохождении  им n-го и n-1-го оборотов. Для этого вспомним формулу 
(10.4): 
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где  vn и vn-1 – скорости электрона  при 
прохождении  им n-го и n-1-го оборотов.                           
А теперь обратимся к формуле (10.5) и преобразуем ее к виду     
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Подставим это выражение в (10.11) и получим 
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где Wn и Wn-1 – кинетические энергии электрона  при прохождении  им n-го и n-
1-го оборотов, ΔW=Wn –Wn-1 .  Далее учтем, что ΔТ=Т0 =1/ν , и найдем число 
оборотов N по понятной формуле: 
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11. МАГНИТНОЕ ПОЛЕ В ВЕЩЕСТВЕ 
 
 Все вещества являются магнетиками, т.е. при помещении их во внешнее 
магнитное поле 0B  они создают своё магнитное поле B

, т.е. намагничиваются 
Рис. 10.2 
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                                               BBB  0 .                       (11.1) 
 
Магнитное поле вещества связано с микротоками I  , обусловленными 
движением электронов в атомах, ионах и молекулах. 
Магнитная проницаемость вещества μ. Для однородных и изотропных 
магнетиков μ является скалярной величиной, равной 
                                                           
0B
B
 ,                                                       (11.2) 
т.е. она показывает, во сколько раз индукция магнитного поля при наличии 
среды отличается от индукции магнитного поля в вакууме. 
Вектор намагничивания J

. Вектор J

 описывает способность вещества 
создавать своё магнитное поле B .Он равен векторной сумме магнитных 
моментов атгмp .  атомов, которые находятся в единице объёма вещества 
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 .                                     (11.3) 
     
Магнитный момент атома складывается из суммы магнитных моментов 
орбэлмp ..  электронов, связанных с их орбитальным движением, спиновых 
магнитных моментов спинэлмp ..  электронов  и спинового магнитного момента 
ядра (из-за большой массы ядра этим моментом обычно пренебрегают) 
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     Согласно теории Бора орбитальные магнитные моменты электронов связаны 
с движение электронов в атоме  по круговым орбитам, что приводит к созданию 
кольцевого тока, который и обладает магнитным моментом. Спиновые 
магнитные моменты электрона обусловлены тем, что неотъемлемыми 
свойствами частицы является не только её масса, заряд, но и спиновый 
магнитный момент. Его наличие связывалось с вращением частицы вокруг 
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своей оси, но в последствии это представление оказалось неверным, хотя 
понятие спинового момента осталось. 
Качественно возникновение собственного магнитного поля B  магнетика 
можно пояснить на основе гипотезы Ампера о существовании внутри молекул 
молекулярных токов (микротоков). Их ориентация во внешнем магнитном поле 
и создаёт не равное нулю магнитное поле B вещества  и соответственно J

 
(рис.4.29,а, в однородном магнитном поле 0B  находится однородный  длинный 
стержень в виде цилиндра).  
 
 
Рис.11.1 
     Если 0B =0, то тепловое движение разбрасывает молекулярные токи 
хаотично по всем направлениям и поэтому B=0,  J

=0. Во внешнем магнитном 
поле происходит  ориентация магнитных моментов микротоков вдоль поля 
(магнитные моменты микротоков будут параллельны вектору 0B ). За счет такой 
ориентации происходит компенсация микротоков внутри стержня, такая 
компенсация отсутствует на поверхности цилиндра (рис.4.29,б). Вследствие 
этого магнитное поле цилиндра будет подобно магнитному поля соленоида В
=Всол=μ0I'виткаN/l= μ0I'/l, где I
'
 это суммарный поверхностный ток, текущий по 
поверхности цилиндра на  длине l. 
    Если учесть, что сумма магнитных моментов атомов в этом случае будет 
равна магнитному моменту поверхностного тока I' , текущего на длине l 
цилиндра, то тогда для модуля вектора J

 можно записать 
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4. Вектор напряженности Н

. Он вводится по формуле 
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   В случае вакуума J
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  Для однородных и изотропных магнетиков из опыта известна следующая 
формула связи векторов J

 и Н

 
                                                              J

=χ Н

  ,                                                  (11.8) 
   где величина χ  называется магнитной восприимчивостью вещества. Для 
векторов Н

 и В

в случае однородного и изотропного магнетика имеются 
следующие выражения 
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 Задача. Постоянный ток I течет вдоль длинного цилиндрического 
провода круглого сечения. Провод сделан из парамагнетика с магнитной 
восприимчивостью χ. Найти поверхностный и объемный токи намагничивания. 
 
 Вначале разберемся с условием этой задачи. Ток, протекающий по 
проводнику, создает магнитное поле. Эту задачу мы уже решали. Линии 
магнитной индукции образуют окружности, центры которых лежат на оси 
проводника (рис. 11.2), и, следовательно, на поверхности проводника вектор В 
направлен по касательной к ней. То же самое можно сказать и по отношению к 
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напряженности магнитного поля Н (Н=В/μμ0), и относительно намагниченности 
вещества J (J=χН). Итак, мы выяснили, что на поверхности проводника 
намагниченность J направлена по касательной к ней        (рис. 11.2). Дальше все 
просто: линейная плотность iM  поверхностного тока определяется по формуле 
 
                                                           nJiM

, ,                                             (11.10)   
 
где n – единичный вектор нормали к поверхности. Напомним, что линейная 
плотность тока равна току, протекающему по поверхности через отрезок 
единичной длины, расположенный перпендикулярно линиям тока. Из этой 
формулы и рисунка 11.2 видно, что этот вектор направлен вниз. Это значит, что 
поверхностный ток намагничивания течет по поверхности проводника  в 
сторону, противоположную направлению тока проводимости, и его можно 
посчитать по формуле    
                                                  RJRiI MповM  22  ,                            (11.11) 
где R – радиус сечения проводника (он нам не дан в условии, но мы его 
используем). 
Осталось ответить на вопрос – чему равна намагниченность J. Для этого 
воспользуемся результатами раздела 6 и в формуле (6.3) возьмем r=R, а также 
учтем, что наш проводник – 
парамагнетик с проницаемостью μ 
(μ=1+χ): 
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и с учетом (11.11) получаем 
Рис. 11.2 
J 
n im 
I 
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  НI
повM
 , 
(знак минус мы поставили чтобы подчеркнуть, что поверхностный ток 
намагничивания направлен противоположно току проводимости).                                                  
На второй вопрос задачи ответ готов: так как суммарный ток намагничивания 
через любую поверхность, рассекающую образец, равен нулю 
                                            повMобMM III  ,                                               
 то 
                                          НII повMобM  .                                             (11.13) 
Объемный ток намагничивания сонаправлен с током проводимости. 
Между прочим, объемный ток можно было бы и посчитать, если 
использовать формулу для плотности объемного тока 
                                        JjM

.  .                                                       (11.14) 
Тогда 
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S
MM об
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  . , 
S – это площадь  поперечного  сечения проводника (она заштрихована на  рис. 
11.2). Осталось применить теорему Стокса: 
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L
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
,                           (11.15) 
 
L – это контур, который образуется в результате пересечения поверхности S и 
боковой поверхности проводника. 
 
12. ТЕОРЕМА О ЦИРКУЛЯЦИИ ВЕКТОРОВ  J  И  Н 
 
  Найдем циркуляцию вектора J

  для случая, приведенного на рис.11.1. Для 
этого возьмем контур, который располагается в плоскости чертежа (рис.11.1,а).   
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Из рисунка видно, что плоскость контура 1-2-3-4-1 пересекает суммарный 
микроток  I'  (он в плоскости контура направлен перпендикулярно, от нас). 
Принимая во внимание тот факт, что вектор J

  отличен от нуля только внутри 
цилиндра и учитывая формулу (11.5), получим 
                                      Il
l
I
JlJdlldJ
Г


 
2
1
00cos

                    
      Можно показать, что записанная формула справедлива и в общем случае 
 
                                             jJJrotIldJ
Г


, .                          (12.1) 
 
      Из выражения (11.10) следует, что источником вектора J

 являются 
микротоки. 
      Итак,  
                                прпр
Г ГГ 00
)(ldJldВ
1
)
B
( IIIIldJldН
Г




   



,       (12.2) 
  прjHHrot 

, 
 
 т.е. источником вектора Н

 являются токи проводимости. 
 
13. УСЛОВИЯ НА ГРАНИЦЕ ДВУХ МАГНЕТИКОВ 
 
        Выясним, как ведут себя линии векторов B

 и H

 на границе раздела двух 
магнетиков. Для этого найдем условия, которым удовлетворяют нормальные 
(Bn, Hn) и тангенциальные (Bτ, Hτ )составляющие этих векторов на поверхности 
раздела магнетиков.  
     Будем считать, что на границе раздела нет макротоков (токов проводимости 
Iпр=0). Рассчитаем поток вектора B

 через цилиндрическую замкнутую 
поверхность, расположенную на границе раздела (основания цилиндра 
площади S1=S2=S параллельны поверхности раздела, рис.13.1,а) и циркуляцию 
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вектора H

 по прямоугольному замкнутому контуру (две стороны контура 
длиной l параллельны поверхности раздела, рис.13.1,а). Тогда 
 
0Фбок21  SBSBSdB nn
S

,        
0
бок
21
Г
  
S
ldHlHlHldH

. 
     Если высоту цилиндра и перпендикулярные к поверхности раздела стороны 
контура (Г) устремить к нулю ( 0бокФ , 0
бок
S ldH

), то тогда можно получить 
                                           Bn1= Bn2 ,            Hτ1= Hτ ,                                       (13.1) 
 
     или  
                                  
1
2
2
1



n
n
H
H
 ,        
2
1
2
1





B
B
.                                  (13.2) 
 
     Из полученных выражений следует, что на границе раздела двух магнетиков 
линии вектора B

 не прерываются (нормальные составляющие вектора B

непрерывны, а тангенциальные составляющие терпят разрыв), а линии вектора 
H

 терпят разрыв (тангенциальные составляющие вектора H

 непрерывны, а 
нормальные составляющие терпят разрыв). Следует отметить, что на границе 
раздела двух магнетиков линии векторов  B

 и H

 ведут себя аналогично линиям 
векторов D

 и  E

 на границе раздела двух диэлектриков ( B

→D

 и   H

→ E

). 
      Рассмотрим, как изменяется угол наклона линий векторов B

 и H

 при 
переходе через границу раздела двух магнетиков (рис.13.1,б). 
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Используя формулы (4.79) и (3480), получим 
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   Из выражения (13.3) видно, что при переходе в магнетик с большей 
магнитной проницаемостью линии B

 и H

 отклоняются, увеличивая угол α.. 
.  Приведем конкретный пример расчета магнитного поля в присутствии 
вещества. 
     Пример 1. Ток I, текущий по тороиду, создает внутри него магнитное поле 
В0 = μ1μ0I (μ1=1, среда - воздух). Внутри тороида находится железный 
сердечник (рис.3.31,а, магнитная проницаемость железа μ2=μ~ (10
3104)>>1) 
       Рассмотрим поведение линий векторов  B

 и H

  на границе раздела воздух 
(среда 1, характеристики магнитного поля 1B

 и 1H

) -  железо (среда 2, 
(характеристики магнитного поля 2B

 и 2H

) в точке А, расположенной на 
боковой поверхности сердечника (рис.13.1,а). Запишем соотношения, 
связывающие составляющие векторов  B

 и H

 на границе раздела в этой точке. 
Рис. 13.1 
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Учтем, что вектора B

 и H

 в каждой точке боковой поверхности сердечника 
параллельны ей и поэтому остаются отличными от нуля только их 
тангенциальные составляющие (рис.13.1,а).  
 
  Точка А:    021  nn BВ ,  
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1
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, InВВВ 0012   ,  
                            021  nn HH ,     In
В
НН 
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0
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21  . 
 
    Из полученных формул следует, что тангенциальная составляющая вектора 
B

 терпит разрыв (модуль вектора B

 возрастает в μ раз при переходе в 
сердечник, линии B

 сгущаются), а тангенциальная составляющая вектора H

 
при таком переходе не изменяется  (модуль вектора H

 остается неизменным, 
расположение линий  H

 не изменяется). 
   .Пример 2. Внутри тороида находится железный сердечник с небольшим 
воздушным зазором (рис.13.2,б). Оказывается, что наличие зазора приводит к 
существенному уменьшению значения модуля вектора B

 как внутри 
сердечника, так и в его зазоре.  
        Рассмотрим соотношения, связывающие составляющие векторов  B

 и H

 
на границе раздела в точке  Б:  
  
        Точка Б: 021   ВВ ,  nn BВ 21  ,   21 ВВ   
                       021   HH   ,  


1
2
2
1
n
n
H
H
  ,   nn HH 21     21 НН   
Из полученных формул следует, что на поверхности сердечника внутри зазора 
(точка Б) тангенциальные составляющие векторов B

 и H

  равны нулю; 
нормальная составляющая вектора B

 не изменяется при переходе из 
сердечника в вакуум, а нормальная составляющая вектора H

 терпит разрыв. 
Это означает, что при таком переходе линии B

 не прерываются (В1=В2=В), а 
линии  H

 терпят разрыв, в зазоре их количество возрастает в μ раз. 
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Рис.13.2 
 
Найдем формулу для расчета модуля вектора B

 внутри железного сердечника 
(В1) и внутри зазора (В2). Для этого рассчитаем циркуляцию вектора  H

 по 
контуру (Г), проходящему по оси сердечника  
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   Из этого выражения можно записать следующие выражения 
 
         
1
021
l
N
IВВBзазор   ,  
1
1
l
N
IНН зазор   ,    
 12
H
НH внутри  .   (13.4) 
    При выводе было учтено, что длина участка контура в воздушном зазоре 
примерно на порядок меньше длины контура (l≈10l1, l=l1+l2), а магнитная 
проницаемость железа составляет несколько тысяч единиц и поэтому  
l1 (l2 /μ.) Такие соотношения приводят к тому, что наличие зазора уменьшает 
модуль вектора индукции магнитного поля как внутри сердечника, так и в 
зазоре примерно в несколько сотен раз:  l/(μl1) ~ (10
2103). 
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14. ДИАМАГНЕТИКИ  
 
Это вещества, у которых в отсутствии внешнего магнитного поля 
магнитный момент атома равен нулю. Для них магнитная восприимчивость не 
зависит от индукции внешнего магнитного поля, принимает малые по модулю 
отрицательные значения  )1010( 54   , что означает незначительное 
ослабление внешнего магнитного поля 0B (  1) в присутствии диамагнетиков 
и противоположное направление векторов  B , J  и вектора 0B . Во внешнем 
неоднородном магнитном поле диамагнетик будет перемещаться и 
выталкиваться в область более слабого поля. 
 
 
Рис.14.1 
 
К диамагнетикам относятся инертные газы, металлы Bi, Zu, Cu, Ag, Au, 
Hg, стекло, мрамор, различные смолы и т.д. 
Рассмотрим, что происходит с атомами диамагнетика во внешнем 
магнитном поле на примере атома гелия. По теории Бора в атоме гелия два 
электрона движутся с одинаковой скоростью в противоположные стороны по 
круговой орбите, поэтому их суммарный ток будет равен нулю, следовательно, 
будет равна нулю и сумма орбитальных магнитных моментов электронов. Так 
как спиновые магнитные моменты электронов направлены в противоположные 
стороны (рис.4.32,а), то их сумма также равна нулю, следовательно, равен нулю 
и магнитный момент атома: атмp . =0. 
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При включении внешнего магнитного поля  0B  во время его изменения от 
нуля до В0 возникающее при этом вихревое электрическое поле BE  совершает 
работу по увеличению скорости первого электрона и уменьшению скорости 
второго электрона и суммарный кольцевой ток будет направлен в сторону 
первого тока (|I1| > |I2|, рис.14.1,а). Тогда магнитный момент суммарного тока 
будет направлен против вектора 0B . Его называют индуцированным магнитным 
моментом индmp . . Их ориентация для атомов диамагнетика, находящегося во 
внешнем магнитном поле, показана на рис.14.1,б 
Диамагнитный эффект – возникновение индуцированного магнитного 
момента атома индmp . , направленного противоположно внешнему магнитному 
полю 0B , свойственен всем веществам, но для остальных групп магнетиков он 
не учитывается ввиду его малости. 
 
15. ПАРАМАГНЕТИКИ  
 
Это вещества, у которых в отсутствии внешнего магнитного поля 
магнитный момент атома отличен от нуля. Для них магнитная восприимчивость 
 не зависит от модуля 0B , и принимает малые числовые значения               
=(10-3-10-2) >0. Это приводит к незначительному увеличению внешнего 
магнитного поля в присутствии парамагнетика ( ≥ 1) и параллельности 
векторов B и  J  вектору 0B . Во внешнем неоднородном магнитном поле 
парамагнетик будет втягиваться в область более сильного поля. 
К парамагнетикам относятся щелочные и щелочноземельные металлы, 
алюминий Al, платина Pt,  растворы солей железа, газы азот и кислород, 
редкоземельные металлы и их соединения и т.д. 
Рассмотрим теорию Ланжевена, объясняющую поведение 
парамагнетиков во внешнем магнитном поле. В этой теории парамагнетик по 
отношению к магнитным свойствам заменяется газом магнитных стрелок, 
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принимающих участие в тепловом движении. Стрелки моделируют магнитные 
моменты атомов. В отсутствии внешнего магнитного поля тепловое движение 
разбрасывает стрелки хаотично по всем направлениям и поэтому B=0,  J =0. 
(рис.15.1). Во внешнем магнитном поле на магнитные стрелки действуют силы 
магнитного поля, стремящиеся установить их вдоль линий магнитной 
индукции. В итоге наблюдается преимущественная ориентация магнитных 
моментов атомов вдоль линий магнитного поля, появляется намагниченность  
J  парамагнетика (рис.15.1). 
 
Рис.15.1 
 
В теории Ланжевена для магнитной восприимчивости справедлив закон 
Кюри, который определяет зависимость   от температуры 
                                                         
T
c
 ,                          (15.1) 
где постоянную величину (с) называют постоянной Кюри. 
С повышением температуры усиливается фактор теплового движения 
атомов и поэтому во внешнем магнитном поле фиксированной величины 0B  
магнитная восприимчивость уменьшается, что и приводит к уменьшению 
числовых значений векторов B  и  J . 
 
Задача 15.1. Парамагнитный шарик объема V=41мм3 подвешен на нити и 
находится в поле электромагнита (рис.15.2), индукция которого зависит от 
расстояния х от полюса магнита по закону )exp(
2
0 axВВ  ,где В0=1,50Тл, 
64 
 
а=100м-2. На какой высоте хm надо поместить шарик, чтобы сила притяжения 
была максимальной? Найти магнитную восприимчивость парамагнетика, если 
максимальная сила притяжения Fm=160мкН. 
 
 Прежде всего вспомним, что намагниченность парамагнетика направлена 
по полю, и в случае неоднородного поля он будет втягиваться в область более 
сильного поля под действием силы  
                                     
dx
dB
pF m ,                   (15.2)  
 
где pm – магнитный момент шарика. Найдем его:                      
                    
  000 1 





BV
V
B
V
B
HVJVpm 

 .    (15.3)                        
 
(Последнее выражение записано с учетом того, что восприимчивость 
парамагнетика много меньше единицы). Подставим это выражение в формулу 
(15.2) и получим 
                         )2exp(
2 2
0
2
0
0
axx
VaB
dx
dBVB
F 




.                             (15.4) 
Знак минус в этом выражении указывает на то, что направление силы 
противоположно направлению оси х – шарик притягивается к полюсу магнита.
  
Для того, чтобы найти xm , необходимо исследовать это выражение на 
экстремум – то есть взять производную dx
dF  и приравнять ее нулю: 
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



  
Рис. 15.2 
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041 2  max ,     
a
xm
2
1
 .                                       (15.5) 
 
 Нам осталось найти магнитную восприимчивость: 
 
                      
  4
2
0
0
2
0
2
0 106.3
2
2exp 
a
e
VB
F
xVaB
axF m
m
mm  .                      (15.6) 
 
Она гораздо меньше единицы, чем мы, кстати, и воспользовались при выводе 
формулы (15.3). 
 
Задача 15.2. Шарик объема V из парамагнетика с магнитной 
проницаемостью χ переместили вдоль оси катушки с током из точки, где 
индукция магнитного поля равна В, в область, где магнитное поле практически 
отсутствует. Какую при этом совершили работу против магнитных сил? 
 
 Направим ось х вдоль оси катушки. Тогда элементарную работу dA, 
совершенную внешними силами против магнитных сил можно записать в виде 
                               dBpdx
dx
dB
pFdxdA mm  .                     (15.7) 
Формулу для  pm  мы уже получили (см. (15.3)), поэтому 
                                                  BdB
V
dA
0

 . 
При перемещении шарика магнитная индукция меняется от В до нуля – это дает 
нам пределы интегрирования при вычислении работы: 
                                          
0
20
0 2
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
 VB
BdB
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B
  .                                 (15.8) 
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16. ФЕРРОМАГНЕТИКИ 
 
Группу магнитоупорядоченных веществ составляют вещества, у которых 
в отсутствии внешнего магнитного поля магнитный момент атома не равен 
нулю. В отличие от парамагнетиков для них магнитная восприимчивость 
существенно зависит от индукции 0B  внешнего магнитного поля. 
 Рассмотрим подробнее ферромагнетики, которые наиболее широко 
применяются на практике. 
К ферромагнетикам относятся такие металлы как Fe, Co, Ni, Gd, сплавы и 
соединения этих элементов и т.д. Перечислим основные особенности 
ферромагнетиков. 
1.   Ферромагнетизм обусловлен спиновыми магнитными моментами 
атомов. Атомы ферромагнетиков имеют незаполненные внутренние 
электронные оболочки, что приводит к большим магнитным моментам атомов. 
2.   Между магнитными моментами соседних атомов устанавливается 
обменное взаимодействие, которое приводит к параллельной  ориентации 
магнитных моментов атомов в микрообластях, называемых доменами. 
Направления магнитных моментов атомов различных доменов  разные, поэтому 
общая намагниченность ферромагнетика равна нулю (рис.16.1,а). 
 
 
Рис.16.1 
 
Размеры доменов устанавливаются за счёт действия двух факторов: 
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а) энергетически выгодно увеличивать число доменов, так как уменьшается 
энергия, необходимая для поддержания магнитного поля за пределами 
ферромагнетика (рис.16.1,б); 
б) энергетически выгодно уменьшать число доменов, так как уменьшается 
длина границ, на которых из-за большого градиента магнитного поля (на 
границах между доменами резко изменяется направление магнитных моментов 
атомов) накапливается магнитная энергия. В итоге размеры доменов 
составляют порядка  )1010( 42  l см. 
 
Рис.16.2 
 
    3. Магнитная восприимчивость  существенно зависит от величины 
индукции внешнего магнитного поля, достигая значений, превышающих в ряде 
случаев в 1010 раз значения  для парамагнетиков. Намагниченность 
ферромагнетика достигает насыщения в слабых магнитных полях. Основная 
кривая намагничивания является нелинейной (рис.16.2,а). 
   При намагничивании ферромагнетика происходят следующие процессы: 
1 этап (процесс смещения границ, участок ОА основной кривой 
намагничивания рис.16.2,а). На этом участке с увеличением модуля вектора 
магнитной индукции 0B  внешнего магнитного поля происходит рост доменов с 
выгодной ориентацией магнитных моментов по отношению к направлению 
внешнего магнитного поля (рис.16.3). Он сопровождается смещением границ 
доменов. В конце первого этапа образец становится однодоменным. 
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Рис.16.3 
 
2 этап (процесс вращения, участок АВ на кривой на рис.16.3,а). При 
увеличении модуля вектора 0B  на этом участке происходит поворот вектора 
намагничивания  J  и он в итоге устанавливается вдоль вектора 0B (рис16.3). 
3 этап (парапроцесс, участок ВС кривой на рис.16.2,а). С увеличением модуля 
вектора 0B  происходит незначительный рост J за счёт ориентации вдоль поля 
магнитных моментов отдельных атомов, которые за счёт теплового движения 
имели другие направления (рис.16.3). 
4. Для ферромагнетиков характерно явление гистерезиса – зависимость 
свойств образца от его предшествующих состояний или явление отставания 
изменения намагниченности от изменения внешнего магнитного поля. Если 
намагнитить ферромагнетик до насыщения, а затем начать уменьшать внешнее 
магнитное поле до нуля, то изменение J будет отставать от изменения  0B  и в 
отсутствии внешнего магнитного поля ферромагнетик будет обладать 
остаточной намагниченностью JС (рис.16.2,б). Для устранения остаточной 
намагниченности (JС==0) необходимо приложить внешнее магнитное поле 
противоположного направления, величину модуля вектора магнитной 
индукции CB  такого поля называют коэрцитивной силой. При дальнейшем 
увеличении 0B  можно выйти на насыщение и при циклическом изменении  0B  
намагниченность ферромагнетика будет описывать кривую, называемую 
петлей гистерезиса (рис. 16.2,б) 
В зависимости от величины коэрцитивной силы CB  различают 
магнитомягкие материалы (ВС 1 мкТл, узкая петля гистерезиса, они легко 
перемагничиваются) и  магнитожёсткие материалы  (ВС  1 мТл, широкая петля 
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гистерезиса, их трудно перемагнитить). Магнитомягкие материалы используют 
для  изготовления сердечников трансформаторов, электродвигателей и т.д., т.е. 
в тех случаях, где потери энергии при перемагничивании таких материалов 
будут  незначительными, а магнитожесткие материалы применяются для 
изготовления постоянных магнитов. 
5. Для каждого ферромагнетика существует температура, выше которой 
он теряет свои необычные свойства и становится обычным парамагнетиком. 
Она получила название температуры Кюри (ТС). Для  железа и никеля  ТС  
составляет 1038К и 641К соответственно. Магнитная восприимчивость 
ферромагнетика при  температурах выше температуры Кюри ТТС  подчиняется 
закону Кюри-Вейса 
                                                   
CTT
c

    
где с – постоянная Кюри-Вейса. 
 
 
 Задача 16.1. На железном сердечнике в виде тора со средним радиусом 
R=250мм имеется обмотка с общим числом витков N=1000. В сердечнике 
сделана поперечная прорезь шириной b=1,00мм (рис. 16.4) При токе в обмотке  
I=0,85А индукция магнитного поля в зазоре В0 = 0,75Тл. Найти магнитную 
проницаемость железа в этих условиях. 
 
 В этой задаче идет речь об электромагните – устройстве, позволяющем 
получать весьма сильные магнитные поля. Обратим внимание на вопрос этой 
задачи. Слова «в этих условиях» говорят о том, что магнитная проницаемость 
железа не есть константа. И это действительно так: железо –  ферромагнетик и  
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его магнитная восприимчивость (и, 
следовательно, проницаемость) сложным 
образом  зависит от напряженности 
магнитного поля (вспомним хотя бы о 
гистерезисе). 
 Сама задача достаточно проста – для 
начала нам пригодится теорема о 
циркуляции напряженности магнитного 
поля: 
                                                     
L
NIldH

,                                                (16.1) 
где в качестве контура L мы возьмем окружность радиуса R (рис. 16.4). 
Преобразуем левую часть этого равенства: 
          b
B
bR
B
bHbLHldHldHldH
bL bL 0
0
0
00 2



  


.      (16.2) 
Поясним сделанное. Н и В - напряженность и индукция магнитного поля в 
железе. Они связаны соотношением В=μμ0Н, где μ – магнитная 
восприимчивость железа. Н0 и В0 - напряженность и индукция магнитного поля 
в зазоре, то есть в воздухе (для воздуха μ=1), поэтому В0=μ0Н0. 
 Обратим внимание, что вектора В и В0 направлены по касательной к 
окружности (к контуру L), то есть по нормали к границе раздела воздух-железо. 
Из условий, связывающих компоненты векторов магнитной индукции на 
границе раздела двух магнетиков, следует, что B=B0, поэтому  
                            






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

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 b
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bRB
ldH
L



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
22
0
0
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0

. 
Вернемся к уравнению (16.1) и найдем μ: 
NIb
RB










2
0
0
, 
Рис. 16.4 
B0 
R 
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 16.2. Тонкое железное кольцо со средним диаметром d=50см имеет 
обмотку из N=800 витков с током I=3,0А. В кольце имеется поперечная прорезь 
шириной b=2,0мм. Найти с помощью графика (рис. 16.5) магнитную 
проницаемость железа в этих условиях. 
 
  
Вновь воспользуемся 
теоремой о циркуляции 
напряженности магнитного поля и 
преобразуем левую часть этого 
выражения с учетом замечаний, 
сделанных при решении 
предыдущей задачи:                                                         
 
 
                     
 
  bBdHbBdHbBbdH
bHbLHldHldHldH
bL bL
00
0
0
0
00





 
  


   .                    (16.4) 
 
Подставим это выражение в равенство (16.1)                      
NIb
B
dH 
0
  
и найдем магнитную индукцию: 
Рис. 16.5 
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                         H
b
dH
b
NI
B 986.051.100 

  (кА/м).                      (16.5) 
Эту зависимость можно изобразить графически (пунктир на рис. 16.5), и 
пересечение этой прямой с кривой намагничивания железа позволяет 
определить искомые значения: Н ≈ 0,26кА/м, В ≈1,25Тл, μ=В/μ0Н ≈ 4∙10
3
. 
   
 Задача 16.3. На постоянный магнит в форме цилиндра длины l=15см 
намотали равномерно N=300 витков тонкого провода. При пропускании через 
него тока I=3,0А поле вне магнита исчезло. Найти коэрцитивную силу 
материала магнита. 
 
 Чтобы решить эту простую задачу надо вспомнить, что такое 
коэрцитивная сила Нс. Это значение напряженности магнитного поля, при 
котором намагниченность ферромагнетика обращается в нуль. В нашем случае 
поле создается соленоидом, поэтому 
                                           мкА
l
NI
nIHc /6 .                                     (16.6) 
 
17. АНТИФЕРРО-  И ФЕРРИМАГНЕТИКИ 
 
К антиферромагнетикам относят вещества, для которых обменное 
взаимодействие приводит к противоположной ориентации магнитных 
моментов соседних атомов. Кристаллическую структуру таких веществ можно 
представить как наложение двух или более кристаллических подрешеток, в 
каждой из которых магнитные моменты атомов параллельны друг другу и 
одинаковы по модулю. Для разных подрешеток магнитные моменты атомов 
направлены противоположно и равны по модулю (рис.4.37,а). Поэтому в 
отсутствии магнитного поля, несмотря на то, что векторы намагничивания 
каждой подрешетки отличны от нуля, намагниченность всего 
антиферромагнетика равна нулю ( 0,0,0 21сум21  JJJJJ

, рис.17.1,а). 
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Типичными примерами антиферромагнетиков являются такие металлы, 
 
Рис.17.1 
 
как марганец, хром, самарий, неодим, а также окислы металлов МnO, FeO, CoO 
NiO,UO2, NpO2 и т.д. 
     Для антиферромагнетиков существует температура, выше которой он теряет 
свои необычные свойства и становится парамагнетиком. Эта температура 
получила название температуры Нееля. Так, например, для марганца она 
составляет ТN =100 К, для хрома ТN =310 К, для окисла NiO ТN = 650 К. 
Поведение ферромагнетика ниже температуры Кюри и антиферромагнетика 
ниже температуры Нееля существенно отличаются. У ферромагнетика 
намагничеснность достигает больших значений, а для антиферромагнетика 
стремится к нулю. 
Ферримагнетики имеют такую же кристаллическую структуру,  как и 
антиферромагнетики - она состоит из нескольких подрешеток, магнитные 
моменты атомов соседних подрешеток направлены противоположно. Но в 
отличие от антиферромагнетика магнитные моменты атомов разных 
подрешеток не равны по модулю, что приводит к не равному нулю суммарному 
вектору намагниченности в отсутствии внешнего магнитного поля (рис.17.1,б). 
       Поведение этих веществ во внешнем магнитном поле во многом 
аналогично поведению ферромагнетиков: они обладают высокими значениями 
магнитной проницаемости, для них существует температура Кюри, 
наблюдается магнитный гистерезис и т.д. Различие в их поведении, например, 
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заключается в   существовании двух температур Кюри, при которых сначала 
происходит исчезновение вектора намагниченности одной подрешетки, а затем 
при другой температуре другой подрешетки. 
К таким веществам можно отнести, например, ферриты - двойные окислы 
переходных металлов, такие как NiFe2O4, MnFe2O4, Y3Fe5O12 и т.д. Они, как и 
ферромагнетики, обладают высокими значениями магнитной проницаемости, 
но при этом ферриты являются полупроводниками, их удельное сопротивление 
в  (107 - 1011) раз больше, чем у ферромагнетиков. Поэтому использование 
ферритов в высокочастотных полях резко уменьшает потери энергии на 
выделение тепла за счет протекания токов Фуко.  
 
 
18. ОПЫТЫ ФАРАДЕЯ. ЯВЛЕНИЕ ЭЛЕКТРОМАГНИТНОЙ 
ИНДУКЦИИ  
 
В 1831 году после десяти лет упорной работы опытным путём 
М.Фарадею удалось «превратить магнетизм в электричество», т.е. показать, что 
не только электрический ток создает в окружающем пространстве магнитное 
поле, но и магнитное поле способно порождать в замкнутом проводящем 
контуре электрический ток, получивший название индукционного тока. 
Столь большой срок открытия связан с тем, что существовала 
неэквивалентность взаимосвязи электрических и магнитных явлений, а именно 
постоянный электрический ток порождает в окружающем пространстве  
постоянное магнитное поле, а для возникновения в замкнутом проводящем 
контуре постоянного индукционного тока необходимо было вызвать изменение 
магнитного потока . 
В опытах Фарадея пронизывающий первый контур (катушку 1) 
магнитный поток изменялся различными способами (рис.18.1): 1) замыкалась и 
размыкалась цепь второго контура; 2) с помощью реостата изменялась сила 
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тока во втором контуре; 3) второй контур приближался или удалялся 
относительно первого контура; 4) постоянный магнит приближался или 
удалялся относительно первого контура; 5) движение совершал контур 1  
относительно магнита и контура 2, по которому протекал ток, и т.д. 
Во всех этих опытах переменный магнитный поток, пронизывающий 
первый контур, приводил к возникновению в нём э.д.с.  индукции i и 
индукционного тока Ii, который фиксировался амперметром. Причём 
индукционный ток изменял своё направление при смене направления движения 
магнита, направления движения контуров 1 и 2, при замене нарастающего тока 
в контуре 2 убывающим со временем током, при замене замыкания цепи 
второго контура её размыканием. 
В итоге Фарадей показал, что сила индукционного тока Ii и э.д.с.. 
индукции i зависят от скорости изменения магнитного потока, 
пронизывающего проводящий контур, и не зависят от способа изменения  
магнитного потока . 
 
19. ЗАКОН ЭЛЕКТРОМАГНИТНОЙ ИНДУКЦИИ ФАРАДЕЯ.  
ПЕРВОЕ УРАВНЕНИЕ МАКСВЕЛЛА  
 
На основе проделанных опытов Фарадей сформулировал закон 
электромагнитной индукции, который гласит: при всяком изменении 
магнитного потока, пронизывающего проводящий контур, в нём возникает 
э.д.с. индукции i , равная скорости изменения магнитного потока, взятой с 
обратным знаком. 
А 
1 
K 
2 
B
2 
B
2 
Рис. 18.1 
N S 
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dt
d
i

 ,   
S
Bds cos ,   (19.1) 
 
где  - магнитный поток, пронизывающий любую поверхность S, 
опирающуюся на проводящий контур. 
Изменение со временем магнитного потока  может происходить либо за 
счёт изменения угла  (вращения контура в магнитном поле), либо изменения 
площади S контура, либо изменения со временем магнитного поля, в котором 
находится контур. Во всех этих случаях в контуре возникает э.д.с.  индукции i,, 
т.е. возникают сторонние силы, совершающие работу по разделению 
разноимённых электрических зарядов. 
Природа сторонних сил может быть разной. Случай 1. Вектор B  не 
зависит от времени, а площадь S контура и угол α изменяются. В постоянном 
во времени магнитном поле возникновение э.д.с. индукции i  в проводящем 
контуре (он вращается или изменяется его площадь) или в движущемся 
проводнике (изменяется площадь поверхности, описываемая проводником) 
обусловлена действием на свободные заряды силы Лоренца. Действительно, 
как видно из рис. 19.1,а, сила Лоренца вызывает движение электронов к одному 
концу проводника, на нём возникает избыток электронов, а на другом конце их 
недостаток. Следовательно, сила Лоренца разделяет разноимённые заряды, т.е. 
является сторонней силой: СТОРЛ FF   
 
Рис.19.1 
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Полезно обсудить вопрос о том, почему сила Лоренца разделяет 
разноимённые заряды, т.е. её работа отлична от нуля? Известно, что мощность 
силы Лоренца равна нулю ( 090cos 0  vF
t
A
N Л
Л
Л ), т.е. она не может 
совершать работы. Для ответа на этот вопрос отметим, что разделение зарядов 
происходит в промежутке времени, в течение которого под действием внешней 
силы ВНF  скорость проводника изменяется от нуля до постоянного значения v. 
В эти моменты времени суммарная скорость свободного электрона   будет 
направлена под произвольным углом к проводнику (рис.19.1,б). Поэтому, кроме 
параллельной, направленной вдоль проводника силы Лоренца ЛF  (она 
разделяет разноименные заряды и является сторонней силой) появляется 
перпендикулярная составляющая силы Лоренца ЛF . Ее работа отлична от нуля 
за счёт работы внешней силы ВНF . Следовательно, несмотря на то, что 
суммарная сила Лоренца ЛF , равная ( ЛF + ЛF ), работы не совершает, работа 
составляющих её сил отлична от нуля. 
0,00   ЛЛЛЛВН ААААA ,   0  ЛЛ АА . 
Таким образом, работа сторонней силы ЛF  происходит за счёт работы 
внешней силы ВНF , ускоряющей проводник. 
При постоянной скорости движения проводника (v=const) внешняя сила 
ВНF  и соответственно ЛF  отсутствуют, и на свободные электроны в 
проводнике будут действовать только две равные по модулю и 
противоположные по направлению силы - сила Лоренца ЛF  и кулоновская 
сила КF , поэтому разделение зарядов будет отсутствовать и работа ЛF  
обращается в ноль.  
Во время ускорения проводника сумма сил ЛF , действующих на 
свободные электроны, создаёт силу Ампера (в металле появляется 
индукционный ток), которая действует на проводник и препятствует его 
ускорению. При постоянной скорости движения сила Ампера не возникает, и 
проводник движется в отсутствие внешней силы.                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                      
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 Задача 19.1. Проводник массы m скользит без трения по двум 
горизонтальным проводящим рельсам, расположенным на расстоянии l друг от 
друга (рис. 19.2). На левом конце рельсы замкнуты сопротивлением R. Система 
находится в вертикальном однородном магнитном поле с индукцией В. В 
момент t=0 стержню сообщили начальную скорость v0 .Найти: 
а) расстояние, пройденное стержнем до остановки; 
б) количество тепла, выделенное при этом на сопротивлении R. 
 
В этой задаче изменение магнитного потока вызвано изменением 
площади контура при движении стержня. Пусть за время dt стержень сместился 
на расстояние dx=vdt , при этом площадь контура увеличилась на величину 
dS=ldx=lvdt , и изменение магнитного потока, пронизывающего контур, 
составило dΦ=BdS=Blvdt . Теперь мы можем легко найти ЭДС индукции и 
индукционный ток, протекающий в контуре: 
                                        
R
Blv
dt
d
RR
I i 


1
.                                     (19.2) 
Разберемся с направлением этого тока, и для этого вспомним правило Ленца : 
индукционный ток всегда направлен так, чтобы 
препятствовать причине, его вызывающей. В 
нашем случае внешнее поле направлено за 
плоскость чертежа. При движении стержня 
величина магнитного потока увеличивается, и 
возникающий индукционный ток должен этому 
препятствовать. Следовательно, этот ток должен 
создавать свое поле, которое в пределах площади контура должно быть 
направлено противоположно внешнему полю, то есть к нам. Это значит, что 
индукционный ток в контуре протекает против часовой стрелки (вспомните 
правило правой руки!). 
R v 
Fa 
dx 
Рис. 19.2 
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 Мы не зря разбирались с направлением индукционного тока – ведь в 
результате его протекания на стержень начинает действовать сила Ампера, 
направление которой мы можем определить по правилу левой руки. И мы 
видим (см. рис. 19.2), что эта сила направлена противоположно направлению 
движения стержня – она тормозит его. Применим второй закон Ньютона: 
         AF
dt
dv
m   ,  
090sinIBl
dt
dv
m  ,     
R
vlB
dt
dv
m
22
 ,     
mR
dtlB
v
dv 22
 . 
Проинтегрируем полученное выражение и получим зависимость скорости 
стержня от времени: 
             
tv
v
dt
mR
lB
v
dv
0
22
0
,    
mR
tlB
v
v 22
0
ln  ,    






mR
tlB
vv
22
0 exp           (19.3) 
Видим, что скорость убывает со временем и стремится к нулю при t . 
Дальше все легко: 
dt
ds
v  ,     vdtds  , 
                   
  .10
expexp
22
0
22
0
0
22
22
0
0
22
0
lB
mRv
lB
mRv
mR
tlB
lB
mRv
dt
mR
tlB
vs
















       (19.4) 
Ответ на второй вопрос предельно прост – начальная кинетическая энергия 
стержня перешла в тепло:  
                                                    
2
2
0mvQ  .                                                    (19.5) 
Для тех, кто сомневается в этом результате, рассмотрим прямой расчет на 
основе закона Джоуля-Ленца. Подставляя формулу для скорости (19.3) в 
выражение (19.2), получим 







mR
tlB
R
Blv
I
22
0 exp , 
а дальше – применяем закон Джоуля-Ленца :  
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RdtIdQ 2 , 
2
2
exp
2
0
0
222
0
22
0
2 mvdt
mR
tlB
R
vlB
RdtIQ 





 

. 
 
 Задача 19.2. Между полюсами электромагнита находится небольшая 
катушка, ось которой совпадает с направлением магнитного поля. Площадь 
поперечного сечения катушки S=3,0мм2, число витков N=60. При повороте 
катушки вокруг его диаметра через подключенный к ней баллистический 
гальванометр протекает заряд q=4,5мкКл. Найти модуль индукции магнитного 
поля между полюсами, если сопротивление цепи R=40 Ом. 
 
 В этой задаче изменение магнитного потока обусловлено поворотом 
катушки на 1800. Запишем формулу для индукционного тока (см. (19.2)) 
dt
d
RR
I i


1
 и учтем, что 
dt
dq
I  . Приравняв правые части этих равенств, 
получим   d
R
dq
1
,  и проинтегрируем это выражение 
                                        
R
d
R
q 21
2
1
1 
 


.                                    (19.6) 
Разберемся с пределами интегрирования. Ось катушки совпадает с 
направлением магнитного поля, поэтому Φ1=BScos0
0
N=BSN. При повороте 
катушки изменился только угол – он стал равен 1800. И теперь 
Φ2=BScos180
0
N=-BSN. Окончательно получаем 
                       
R
BSN
R
q
22 1 

 ,          Тл
SN
qR
B 5,0
2
 .                          (19.7) 
А при чем здесь баллистический гальванометр? Баллистический гальванометр 
очень полезный прибор. Он позволяет измерять заряд, прошедший через него 
при кратковременном импульсе тока в цепи. Потому его и использовали в этом 
методе. 
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 Случай 2. Вектор B  изменяется со временем, а площадь S контура и 
угол α остаются постоянными. Опытным путём было доказано, что э.д.с. 
индукции i  может возникать и в неподвижном проводящем контуре 
(проводнике), находящемся в переменном во времени магнитном поле. В этом 
случае  на   свободные   заряды   в   проводнике   сила    Лоренца  не действует  
( 0sin0  vBqFv Л ) и для объяснения возникновения ЭДС индукции i  
Максвелл сформулировал следующее положение (постулат), которое называют 
первым положением теории Максвелла: переменное во времени магнитное 
поле порождает в окружающем пространстве вихревое электрическое поле.  
 
Задача 19.3. Магнитный поток через неподвижный контур с 
сопротивлением R изменяется в течение времени τ по закону Φ=at(τ - t). Найти 
количество тепла, выделенное в контуре за это время. 
 
 Найдем ЭДС индукции, возникающую в контуре: 
                     taatatat
dt
d
dt
d
i 22 

  .             (19.8) 
Видим, что ЭДС (и, следовательно, индукционный ток) зависит от времени, 
поэтому запишем закон Джоуля-Ленца для малого интервала времени dt  
                      dtta
R
dt
R
Rdt
R
RdtIdQ ii
22
22
2 2
1






 

               (19.9) 
и найдем количество тепла, выделившееся в контуре, взяв интеграл: 
     
R
a
R
a
dttt
R
a
dtt
R
a
Q
33
22
32
3
33
2
0
22
2
0
2
2 

  .            (19.10) 
 
Итак  Максвелл ввел новый вид поля – вихревое электрическое поле. 
В отличие от электростатического поля линии вихревого электрического поля 
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являются замкнутыми, они связаны с направлением вектора 
dt
Bd
 правилом 
левого буравчика и лежат в плоскости, перпендикулярной к вектору B    
(рис.4.17,в). Силы этого поля являются сторонними силами, они совершают 
работу по разделению разноимённых зарядов 
 
Г
вихр
Г
сторстор ldEqldFA ;     (19.11) 

Г
вихр
стор
i ldE
q
A
,      (19.12) 
где вихрE  - вектор напряжённости электрического поля, а контур (Г) 
(воображаемая линия) располагается внутри проводника (проводящего 
контура). 
Запишем уравнение, отражающее первое положение теории Максвелла. С 
этой целью обобщим закон электромагнитной индукции Фарадея, т.е. введем в 
уравнение закона предложенный Максвеллом источник сторонней силы - 
вихревое электрическое поле, которое, как уже было отмечено выше, возникает 
при наличии в пространстве переменного во времени  магнитного поля. 
Для установления взаимосвязи между электрическим и магнитным 
полями проводящий контур (проводник) не нужен, он является прибором, 
который обнаруживает наличие в окружающем пространстве вихревое 
электрическое поле. Выберем в качестве контура (Г) воображаемую замкнутую 
линию. Тогда, учитывая (19.8), можно записать: 
 
                                          


SГ
sd
t
B
ldE
)(
,                       (19.13) 
 
где элвихр EEE   - суммарная напряжённость вихревого электрического и 
электростатического полей. 
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В формуле (19.13) берётся частная производная от вектора B  по времени 
t. При этом считается, что контур (Г) и опирающаяся на него поверхность s 
являются неподвижными. Также при записи этого уравнения было учтено, что 
циркуляция вектора напряжённости элE  электростатического поля по 
замкнутому контуру (Г) равна нулю. 
Уравнение (19.13) представляет собой первое уравнение Максвелла в 
интегральной форме. Оно читается следующим образом: циркуляция вектора 
E  суммарного электрического поля по произвольному замкнутому контуру (Г) 
равна взятой с обратным знаком скорости изменения магнитного потока 
через поверхность s, опирающуюся на контур. 
Физический смысл уравнения (19.13) состоит в следующем: 
источником вихревого электрического поля является переменное магнитное 
поле (в правой части находится источник того, что стоит в левой части 
уравнения). 
 
 Задача 19.4. Непроводящее тонкое кольцо массы m, имеющее заряд q, 
может свободно вращаться вокруг своей оси. В начальный момент кольцо 
покоилось и магнитное поле отсутствовало. Затем включили однородное 
магнитное поле, перпендикулярное плоскости кольца, которое начало 
возрастать во времени по некоторому закону В(t). Найти угловую скорость ω 
кольца в зависимости от индукции В(t).  
 
 Имеется переменное магнитное поле, которое порождает вихревое 
электрическое поле, линии которого представляют собой окружности, лежащие 
в плоскости, перпендикулярной направлению вектора В. Это электрическое 
поле действует на заряд кольца, приводя кольцо во вращение. По сути ситуация 
очень похожа на ту, что была описана в предыдущей задаче, хотя объекты тут и 
там совершенно разные. 
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 Выберем ось z в направлении магнитного поля и запишем уравнение 
динамики вращательного движения  
                                                     zz M
dt
d
I 

.                                            (19.14) 
Напомним, что входит в это уравнение. Iz – момент инерции кольца 
относительно оси вращения. Он равен Iz=mR
2, где m – масса кольца, R – его 
радиус. Mz – проекция момента силы, действующей на кольцо со стороны 
электрического поля, равная Mz=FR=qER. Напряженность вихревого 
электрического поля мы вычислим, используя первое уравнение Максвелла, 
взяв в качестве контура Г окружность радиуса  R , совпадающую с данным 
тонким кольцом: 
                                    ∫ 𝑬𝒅𝒍
(Г)
= ∫ 𝐸𝑑𝑙
(Г)
= 𝐸2𝜋𝑅 .                                   (19.15) 
При вычислении этого интеграла мы учли, что линии напряженности вихревого 
электрического поля замкнуты и представляют собой окружности. Поэтому 
вектор напряженности  Е направлен по касательной к контуру в любой его 
точке. Таким образом, 
𝐸2𝜋𝑅 = −
𝑑𝛷
𝑑𝑡
 
 
и  уравнение (19.14)  принимает вид 
 
dt
dB
qRR
dt
dB
qR
dR
d
R
q
dt
d
mR 222
2
1
2
1
2
1


 


. 
 
 
После простых преобразований получим 
dB
m
q
d
2
 , 
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и, проинтегрировав это равенство, придем к окончательному результату 
 
                                                       tB
m
q
2
 .                                     (19.16) 
 
Знак минус в этом выражении означает, что вектора ω и В направлены 
противоположно друг другу. 
 Интересно, что в точности такой же результат получится и в случае тела 
любой формы, если оно обладает осевой (аксиальной) симметрией – в этом 
случае его можно просто представить в виде множества колец. 
 
 
20. ПРАВИЛО ЛЕНЦА. ВЫВОД ФОРМУЛЫ ЭДС ИНДУКЦИИ ИЗ 
ЗАКОНА СОХРАНЕНИЯ ЭНЕРГИИ  
 
Наличие ЭДС индукции i  в проводящем контуре сопротивлением R  
приводит к возникновению в нем индукционного тока, который можно 
рассчитать по закону Ома для полной цепи 
Ii=i /R     (20.1) 
Направление же индукционного тока можно найти по правилу Ленца. 
Оно формулируется следующим образом: индукционный ток в контуре 
возникает такого направления, чтобы создаваемое им магнитное поле 
препятствовало любым изменениям магнитного потока, вызвавшего этот 
индукционный ток. 
С правилом Ленца связан знак минус в формуле (19.1). Действительно, 
если магнитный поток   через плоскость контура возрастает, то тогда 0

dt
d
 и 
согласно (19.1) i<0, т.е. магнитный поток i , создаваемый индукционным 
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током, будет противоположен по знаку магнитному потоку . При убывании   
0

dt
d
,   i>0 и магнитные потоки i,  и    совпадают по знаку. 
Рассмотрим пример определения направления индукционного тока по 
правилу Ленца (рис.20.1,а). Пусть проводящий контур находится во внешнем 
магнитном поле B , которое возрастает со временем ( 0
dt
dB
). Тогда магнитный 
поток , пронизывающий контур, увеличивается (ΔФ>0), т.е. возрастает число 
линий B , пересекающих поверхность контура. Согласно правилу Ленца, 
индукционный ток препятствует нарастанию  (увеличению числа линий B ), 
поэтому он создаёт своё магнитное поле iB , линии которого направлены против 
линий B  внешнего магнитного поля. Зная направление линий iB , определяем 
по правилу правого буравчика направление индукционного тока.  
 
 
Рис.20.1 
Если же внешнее магнитное поле будет убывать со временем, то число 
линий B , пронизывающих плоскость контура, будет также убывать (ΔФ<0) и, 
следовательно, линии iB  индукционного тока будут направлены в ту же 
сторону, что и линии B , и индукционный ток будет направлен против часовой 
стрелки. 
Покажем, что экспериментально установленный Фарадеем закон ЭМИ 
является следствием закона сохранения энергии. Для этого рассмотрим 
замкнутый контур, в который входит источник тока с ЭДС  и подвижный 
проводник–перемычка, скользящий без трения по направляющим стержням. 
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Контур находится в магнитном поле, линии B  которого перпендикулярны к его 
плоскости (рис.20.1,б). 
Согласно закону сохранения энергии, работа сил источника тока  
( IdtdAСТОР  ) расходуется на нагревание проводников ( RdtIdQ
2 ) и на работу 
сил магнитного поля по перемещению проводника-перемычки с током  
( IdФdAМАГН  ): 
 
 IdФRdtIIdt 2  
 
                      i
dt
dФ
IR  ,               
dt
dФ
i  .                      (20.2) 
 
    В записанных выше формулах R – сопротивление контура, dФ  - 
элементарный магнитный поток, пронизывающий поверхность dS, 
описываемую проводником при его движении. 
Согласно второму правилу Кирхгофа, в правой части полученной формулы 
(4.42) должна стоять алгебраическая сумма ЭДС, действующих в замкнутой 
цепи, т.е. величина 






dt
dФ
 представляет собой ЭДС., обусловленную 
изменением магнитного потока через поверхность контура, что и 
требовалось показать. 
Тот факт, что экспериментально установленный закон ЭМИ можно вывести 
из закона сохранения энергии, не умаляет его значения в историческом 
развитии физики, так как этот закон обобщил большое количество 
экспериментальных фактов того времени, явился мощным стимулом к 
развитию и созданию новой области физики - физики электромагнитных 
явлений. 
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21. ПРАКТИЧЕСКИЕ ПРИМЕНЕНИЯ ЭЛЕКТРОМАГНИТНОЙ 
ИНДУКЦИИ 
 
Рассмотрим несколько примеров применения (проявления) явления 
электромагнитной индукции в технике. 
1.Определение модуля вектора магнитной индукции B . Для определения 
модуля B  в магнитное поле помещается катушка малой площади S поперечного 
сечения, содержащая N витков. В цепь катушки включается баллистический 
гальванометр, время измерения которого ut  значительно превышает время t
поворота катушки в магнитном поле из состояния 1 в состояние 2 (рис.21.1,а). 
Поэтому такой прибор измеряет не силу индукционного тока, а заряд q, 
протекающий по цепи за время поворота. 
 t . 
 
Рис.21.1 
 
Найдём формулу для модуля В. Введём понятие потокосцепления Ψ как 
произведения числа витков N на магнитный поток, пронизывающий один 
виток, и перепишем с учётом этого формулу (19.1) 
 N , 
dt
d
i

 .     (21.1) 
Итак, 




   


2
1
111
цццц
i
i
R
d
R
dt
dt
d
R
dt
R
dt
dtIq ,        
цR
q
1
.                 (21.2) 
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В нашем случае, с учётом однородности поля в пределах катушки малого 
сечения, можно записать 
NS
Rq
B
R
NBS
R
q
ц
цц


 2 ,      
где Rц – сопротивление цепи. 
Полученное выражение по известным параметрам N, S, Rц и измеренного 
значения  q позволяет найти значение модуля вектора B  в данной точке 
магнитного поля. 
2. Токи Фуко – это индукционные токи, возникающие в массивных 
проводниках. Для таких проводников сопротивление R будет мало и поэтому 
индукционные токи (Ii=i/R) достигают большой величины. Их можно 
использовать для нагревания и плавления металлических заготовок, получения 
особо чистых сплавов и соединений металлов. Для этого металлическую 
заготовку помещают в индукционную печь (соленоид, по которому пропускают 
переменный ток). Тогда, согласно закону электромагнитной индукции, внутри 
металла возникают индукционные токи, которые разогревают металл и могут 
его расплавить. Создавая в печи вакуум и применяя левитационный нагрев (в 
этом случае силы электромагнитного поля не только разогревают металл, но и 
удерживают его в подвешенном состоянии вне контакта с поверхностью 
камеры) получают особо чистые металлы и сплавы. 
Токи Фуко могут приводить и к нежелательным явлениям - к нагреву 
сердечников трансформаторов, электродвигателей и т.д. Поэтому в этих 
случаях увеличивают сопротивление массивного проводника, набирая его в 
виде отдельных пластин, и тем самым уменьшают нагрев проводников. 
Действительно, сила индукционных токов в отдельных пластинах существенно 
уменьшается по сравнению с силой тока, текущего по массивной пластине, и в 
соответствии с формулой RtIQ 2  уменьшается и выделяемое в проводнике 
количество теплоты. 
Индукционные токи можно использовать, например, для демпфирования 
(успокоения) подвижных частей электроприборов (рис.21.1,б). При 
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пропускании по рамке тока I она поворачивается в магнитном поле B  на 
определённый угол и стрелка прибора перемещается по шкале прибора. Для 
того чтобы она не совершала длительное время колебаний около какого-либо 
деления шкалы на ось, к которой прикреплена стрелка, навешивают 
металлическую пластинку, которая при своём движении может пересекать 
линии B  другого магнитного поля. Это приводит к переменному магнитному 
потоку через плоскость пластинки и возникающий в ней индукционный ток Ii, 
согласно правилу Ленца, тормозит движение пластинки и колебания стрелки 
прибора быстро затухают. 
Нужно также отметить, что возникновение индукционного тока при 
пропускании по проводнику переменного тока приводит к перераспределению 
суммарного тока по сечению проводника, а именно, он выталкивается на 
поверхность проводника. Под скин-эффектом понимают явление 
неравномерного распределения 
переменного тока по поперечному 
сечению проводника, повышение 
его плотности в поверхностном 
слое. Это явление наиболее 
заметно в СВЧ диапазоне 
(диапазон сверхвысоких частот 
1010 Гц), в этом случае 
переменный ток течёт только в 
слое малой толщины вблизи 
поверхности проводника и 
поэтому металлические проводники для такого диапазона частот изготовляют в 
виде полых трубок. 
Дадим краткое объяснение этому явлению. Рассмотрим текущий по 
проводнику переменный ток проводимости в тот момент времени, когда вектор 
напряженности Е

внешнего электрического поля направлен вверх, а сила тока и 
Рис. 21.2 
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соответственно вектор магнитной индукции В

 возрастают по модулю 
(направление вектора  Е

 и вектора В

 внутри проводника показаны на 
рис.21.2,а).  Согласно первому уравнению Максвелла переменное магнитное 
поле создает в окружающем пространстве вихревое электрическое поле. 
Направление линий вихрЕ

 этого поля внутри проводника показаны на рис.21.2,а. 
Как видно из рис.21.2,а около осевой линии проводника, в его центральной 
части, линии Е

и вихрЕ

 направлены в противоположные стороны, а вблизи 
поверхности проводника направлены в одну сторону. В соответствии с законом 
Ома  ( )( вихрEEj

 ) это приводит к ослаблению плотности тока в центральной 
части проводника и его возрастанию около 
         поверхности проводника, происходит перераспределение тока по 
сечению проводника, наблюдается скин-эффект. 
3. Бетатрон – ускоритель электронов. Между полюсами электромагнита, 
по которому пропускают переменный электрический ток частоты =100 Гц, 
расположено полое кольцо, изготовленное из неферромагнитного материала 
(например, из алюминия, в этом случае магнитное поле проникает внутрь 
кольца). Внутри него, в вакууме, движется ускоряемый пучок электронов 
(рис.21.2,б). 
Переменное магнитное поле выполняет две функции:  во-первых, создаёт 
вихревое электрическое поле, силы которого совершают работу по ускорению 
электронов и, во-вторых, удерживает электроны при их ускорении на круговой 
орбите внутри кольца. За это время (~10-3 с) радиус орбиты 
Bq
m
R

  должен 
оставаться постоянным, поэтому увеличение модуля скорости 

 частицы 
должно сопровождаться увеличением и модуля вектора индукции B  
магнитного поля. Следовательно, бетатрон работает в импульсном режиме: 
ускорение происходит в те промежутки времени, когда сила тока I и 
соответственно модуль вектора B  возрастают. 
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Полюса электромагнита делают специальной усеченной формы, 
позволяющей выполнить условие, при котором числовое значение индукции 
магнитного поля Ворб на орбите бетатрона должно равняться половине 
усредненной по плоскости орбиты индукции <В>: 
                                               <В> = 2 Ворб.                                                (21.3) 
Это условие называется бетатронным, и необходимость его выполнения 
можно объяснить следующим образом. Из первого уравнения Максвелла, 
записанного для орбиты бетатрона, следует, что 
 
22 r
dt
Bd
rEвихр 

                       
dt
Bdr
Eвихр


2
 , 
 
 где индукция магнитного поля, усредненного по плоскости орбиты 
определяется по формуле 
                                     

S
SdB
r
B

2
1
 
 
С другой стороны, можно выразить напряженность вихревого 
электрического поля, используя второй закон Ньютона 
 
dt
Bd
r
dt
Bqrd
qdt
md
q
F
q
E
орборб
bвихр




)(1)(11
dt
dB
rEвихр
орб
 . 
 
Сравнивая две формулы для вихрE

 получаем записанное выше 
соотношение между B  и орбB .
 
 В бетатроне электроны ускоряются до энергий порядка (5060) МэВ. 
Они нашли применение для дефектоскопии металлических предметов: 
пропускание пучка электронов через металл позволяет обнаруживать внутри 
него различные полости. 
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 Задача 21.1.  В бетатроне магнитный поток внутри равновесной орбиты 
радиуса r=25см возрастает за время ускорения практически с постоянной 
скоростью dΦ/dt=5,0Вб/с. При этом электроны приобретают энергию 
W=25МэВ. Найти число оборотов, совершенных электроном за время 
ускорения, и соответствующее значение пройденного им пути. 
 
Воспользуемся уравнением (19.13):  
dt
d
SdB
dt
d
ldE
L S

 

.                           
В качестве контура L возьмем окружность радиуса r, совпадающую с 
равновесной орбитой электронов. Тогда  
                                         
dt
d
rE

2 ,    
dt
d
r
E


2
1
.                          (21.4) 
Это вихревое поле действует на электрон с силой F=(-e)E. Работа этой силы 
идет на увеличение энергии электрона, и, следовательно, за каждый оборот 
электрон приобретает энергию 
                                                
dt
d
erFW

 2  .                               (21.5) 
Нам осталось лишь найти число оборотов 
                                            
6105 




dt
de
W
W
W
N                              (21.6) 
и пройденный путь 
                                                кмrNs
31082    .                                 (21.7) 
 
 Задача 21.2. Найти с помощью бетатронного условия радиус r0 орбиты 
электрона, зная зависимость индукции магнитного поля от расстояния  r  до оси 
поля. Рассмотреть этот вопрос на примере поля  B=B0 – ar
2
 , где  В0  и а – 
положительные постоянные. 
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 Согласно бетатронному условию (21.3) 
𝐵орб =
1
2
〈𝐵〉, 
где  Ворб – значение индукции магнитного поля на равновесной орбите (r=r0), а 
〈𝐵〉 - среднее значение магнитной индукции в пределах площади, ограниченной 
равновесной орбитой. Если с первым членом все ясно, то второй надо 
вычислить по стандартной формуле вычисления средних значений: 
〈𝐵〉 =
1
𝑆
∫ 𝐵𝑑𝑆
(𝑆)
=
1
𝜋𝑟0
2 ∫ (𝐵0 − 𝑎𝑟
2)2𝜋𝑟𝑑𝑟 =
𝑟0
0
𝐵0 −
1
2
𝑎𝑟0
2 . 
Подставляя в (21.3), получим 
𝐵0 − 𝑎𝑟0
2 =
1
2
𝐵0 −
1
4
𝑎𝑟0
2 , 
или 
                                                          𝑟0 = √
2𝐵0
3𝑎
 .                                                    (21.8) 
 
22 . ЯЛЕНИЕ САМОИНДУКЦИИ    
 
Возьмём контур, по которому протекает ток I. Он 
создаёт в окружающем пространстве магнитное поле, 
линии которого пронизывают плоскость контура 
(рис.22.1). Возникающий при этом магнитный поток 
получил название магнитного потока самоиндукции 
SΦ , так как сам ток наводит, индуцирует этот магнитный поток. Под явлением 
самоиндукции можно понимать явление возникновения магнитного потока 
самоиндукции при протекании по цепи тока. В случае, когда контур содержит 
N витков, используют понятие потокосцепления S  самоиндукции ( SS NФ ). 
Оказывается, что S  и  I  прямо пропорциональны друг другу и поэтому можно 
записать 
Рис. 22.1 
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LIS   ,       (22.1) 
где коэффициент пропорциональности L называют индуктивностью контура. 
Он описывает способность контура создавать потокосцепление самоиндукции 
и равен отношению S  и  I 
I
L S

 .      (22.2) 
Индуктивность контура зависит от геометрических размеров контура, а 
через относительную магнитную проницаемость  и от магнитных свойств 
окружающей среды. Для ферромагнитных сред   зависит от силы текущего по 
проводнику тока, что приводит к зависимости L для таких сред    от I. 
Приведем примеры расчета индуктивности для различных контуров. 
где V – объём, занимаемый соленоидом. 
 
 Пример 1. Индуктивность единицы длины 
коаксиального кабеля. Магнитное поле 
коаксиального кабеля существует только между его 
цилиндрическими проводниками и поэтому 
магнитный поток самоиндукции нужно рассчитывать 
через поверхность, которая располагается в 
пространстве между цилиндрами (рис.22.2). Это будет 
прямоугольная поверхность длины l, через нее 
проходят все линии B

, созданные током, текущим по внутреннему цилиндру. 
Так как поле является неоднородным и обладает осевой симметрией, то тогда 
для расчета интеграла можно выбрать элементарную площадку в виде полоски 
шириной dr  и длиной l , что позволяет получить следующую формулу 
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Рис. 22.2 
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Пример 2. Индуктивность длинного соленоида. Рассмотрим соленоид, 
для которого его длина во много раз превышает диаметр витков. В этом случае 
для модуля вектора B можно воспользоваться формулой (6.1) и, следовательно, 
для L получим 
  
             Vn
I
InSN
I
NBS
I
N
I
L SS 20
00cos 





           (22.4 ) 
 
Задача. Вычислить индуктивность единицы длины двухпроводной ленточной 
линии (рис. 22.3), если расстояние между лентами h значительно меньше их 
ширины b, а именно b/h=50. 
 
  Прежде всего выясним 
геометрию магнитного поля, 
создаваемого такой 
ленточной линией, при 
протекании по ней тока I, и 
найдем индукцию этого поля. 
Рассмотрим вначале 
поле, создаваемое одной 
лентой. Ситуация очень 
напоминает задачу 6.3, рассмотренную в разделе 6. Анализируя условие той 
задачи мы выяснили, что если по пластине протекает ток, то линии магнитной 
индукции перпендикулярны направлению протекания тока и параллельны 
поверхности пластины. То же самое будет и в нашем случае (рис. 22.4). Для 
вычисления индукции магнитного поля воспользуемся теоремой о циркуляции 
вектора В по контуру L (1-2-3-4-1), указанному на рисунке: 
 
Рис. 22.3 
I 
I 
b 
h 
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                IldB
L
0

, 
где IΣ – ток, охватываемый этим контуром. 
Если по ленте шириной b протекает ток I, то 
из соображений пропорциональности легко 
сообразить, что 
b
l
II  . На участках 2-3 и 4-1 
вектора В и dl взаимно перпендикулярны, 
поэтому 
BlldB
L
2

, 
и окончательно                             
b
I
B
2
0 .                                                  (22.5) 
 
Рассмотрим теперь поле, создаваемое двумя лентами, и учтем, что токи в них 
протекают в противоположных направлениях (рис. 22.5). Как видно из этого 
рисунка, магнитные поля компенсируют друг друга вне этой системы и 
складываются в объеме между 
лентами:    
                 
b
I
B 0

 .           (22.6)                                           
Итак, мы получили важный 
результат: поле, создаваемое этой 
ленточной линией, является 
однородным и сосредоточено в 
объеме между лентами. 
Кстати, обратим внимание  –  магнитное поле создает поток через боковую 
поверхность этой двухпроводной линии.  
Рассмотрим участок этой линии длины х. Этому участку соответствует 
магнитный поток самоиндукции, равный Φ=ВS=Bhx, поэтому 
Рис. 22.4 
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Рис. 22.5 
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Для участка единичной длины (х=1)  
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23. ЭДС САМОИНДУКЦИИ. ПРАВИЛО ЛЕНЦА  
 
Можно дать другое эквивалентное определение явления самоиндукции, 
а именно, – это явление возникновения ЭДС индукции i в том контуре, по 
которому протекает переменный ток. Возникающие при этом ЭДС индукции 
i и индукционный ток Ii называют ЭДС самоиндукции S и током  
самоиндукции SI . Для них с учётом формул (19.1) и (22.1)  можно записать 
dt
dI
R
L
R
I
dt
dI
L
dt
d S
S
S
S 



 , .   (23.1) 
Правило Ленца для явления самоиндукции формулируется следующим 
образом: ток самоиндукции препятствует любым изменениям основного тока, 
текущего по цепи. 
Из формулы (23.1) следует, что любые изменения тока в цепи тормозятся 
и тем сильнее, чем больше индуктивность цепи и меньше ее сопротивление. 
Можно сказать, что индуктивность цепи является мерой её электрической 
инертности, подобно тому, как масса в механике является мерой инертности 
тела при его поступательном движении. 
 
Задача. Кольцо радиуса a=50мм из тонкой проволоки индуктивностью 
L=0,26мкГн поместили в однородное магнитное поле с индукцией В=0,50мТл 
так, что его плоскость стала перпендикулярной к направлению поля. Затем 
кольцо охладили до сверхпроводящего состояния и выключили магнитное 
поле. Найти ток в кольце. 
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Эта любопытная задача решается очень просто, но для ее решения надо 
кое-что вспомнить. При переходе в сверхпроводящее состояние сопротивление 
проводника становится равным нулю (не очень малым, а именно нуль!). 
Запишем формулу для индукционного тока 
tRR
I i



1
. 
Если R = 0, то и  ΔΦ также должно быть равно нулю: ΔΦ = Φ2 – Φ1 = 0, то есть  
Φ2=Φ1. Магнитный поток Φ1 создается внешним магнитным полем: 
Φ1=BS=Bπa
2. Поток Φ2 будет создаваться индукционным током: Φ2=LI. Ответ 
очевиден: 
                                                     
L
aB
I
2
 .                                               (23.2) 
 
 
24. ТОКИ ПРИ РАЗМЫКАНИИ ЦЕПИ  
 
Рассмотрим электрическую цепь, приведённую на рис.24.1,а. Она 
содержит источник постоянного тока с ЭДС , катушку индуктивности L, 
сопротивления  R  и  r , а также ключ  К. Когда ключ К  находится в положении 
1, по цепи протекает постоянный ток I0=/R, а в катушке сосредоточена энергия 
в виде энергии WМ  магнитного поля. В момент времени t=0 ключ К 
перебрасывают в положение 2, цепь размыкается и ток в ней начинает убывать, 
он убывает постепенно за счёт возникающего в катушке явления 
самоиндукции. При этом запасённая в катушке энергия магнитного поля 
расходуется на поддержание убывающего тока, расходуется на нагревание 
проводников. 
Отметим, что размыкание электрической цепи означает, что в неё вводят 
бесконечно большое сопротивление r (r ) и поэтому r R. Цепь считается 
разомкнутой, если сила тока в ней достигает значений порядка 1 мкА, 
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соответствующих случайным значениям силы тока, они 
связаны с тепловым движением свободных электронов в 
металле. 
 
 
Выведем формулу для зависимости силы тока от времени при 
размыкании цепи. Для этого запишем закон Ома для полной цепи 
SIr  ,  Irdt
dI
L  ,   dt
I
dI
 ; 
 
tI
I
dt
I
dI
00
,   t
I
I

0
ln , 
LreII
t
/,0 

.     (24.1) 
 
На рис. 24.1,6 приведены построенные по уравнению (24.1) зависимости 
силы тока I от времени t при различных значениях параметра  - от нуля (L, 
соответствует отсутствию убывания тока в цепи) до бесконечности (L0, ток 
мгновенно убывает до нуля). Из формулы (24.1) следует, что чем больше , т.е. 
чем больше r или меньше L, тем быстрее убывает ток в цепи. 
Рассмотрим зависимость ЭДС самоиндукции S от времени t при 
размыкании цепи. Для этого подставим формулу (24.1) для силы тока в 
выражение (23.1) 
Рис. 24.1 
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Итак, из-за того, что r R, в начальные моменты времени при 
размыкании цепи наблюдается скачок ЭДС самоиндукции, и она может 
превышать постоянную ЭДС, действующую в цепи, во много раз  (рис.24.2). 
Это может привести к пробою диэлектриков и выходу из строя 
электрооборудования. Поэтому электрические цепи, содержащие большую 
индуктивность, необходимо размыкать так, чтобы сопротивление r 
увеличивалось не скачком, а постепенно.  
С энергетической точки зрения скачок S связан с тем, что при быстром 
размыкании цепи, содержащей большую индуктивность, большая энергия 
магнитного поля, запасённая в катушке, должна быстро израсходоваться, это и 
приводит к нежелательным последствиям - плавлению контактов, 
проскакиванию искр и пробою диэлектриков во время размыкания цепи. 
 
Задача. Катушка индуктивностью L=2,0 мкГн и сопротивлением 
R=1,0Ом подключена к источнику с ЭДС ε=3,0В (рис.24.3). параллельно 
катушке включено сопротивление R0=2,0 Ом. Найти количество тепла, которое 
выделится в катушке после размыкания ключа К. Внутреннее сопротивление 
источника пренебрежимо мало. 
 Пока ключ К замкнут, по катушке протекает ток I0= ε/R. После 
размыкания ключа ток в цепи не исчезает – это убывающий индукционный ток 
(явление самоиндукции), который протекает по катушке и сопротивлению R0 
(они теперь оказались включенными в цепь последовательно). Вспомним закон, 
по которому убывает этот ток: 
Рис. 24.2 
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где RΣ=R+R0 – полное сопротивление цепи, по которой 
протекает индукционный ток. Для нахождения 
количества тепла, выделившегося в катушке, применим, 
как обычно, закон Джоуля-Ленца: 
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 Эту задачу, кстати, можно решить другим, возможно более простым 
способом, если вспомнить, что магнитное поле обладает энергией. В нашем 
случае магнитное поле создается катушкой индуктивности и его энергию 
можно записать в виде (см. следующий раздел, формулу (25.1))  
 
                                                      
2
2
0LIWM  .                                               (24.4) 
При выключении тока эта энергия в конечном счете выделяется в виде тепла на 
катушке (она обладает сопротивлением R) и на сопротивлении R0. Таким 
образом WM=QR+QR0 , причем по закону Джоуля-Ленца R
R
Q
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R
R 00  . 
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Рис. 24.3 
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25. ЭНЕРГИЯ МАГНИТНОГО ПОЛЯ. ОБЪЕМНАЯ  
ПЛОТНОСТЬ ЭНЕРГИИ  
 
Любой контур индуктивности L, по которому протекает ток I, обладает 
энергией в виде энергии магнитного поля Wм. Выведем формулу для  Wм исходя 
из закона сохранения энергии, а именно, при размыкании цепи энергия 
магнитного поля катушки расходуется на нагревание проводников 
,
22
)
2
1
(
2
02
00
22
0
0
22
0
0
2 LII
r
erIdteIrdtIQW ttм 



 



  
2
2
0LIWм  .     (25.1) 
Введём объёмную плотность энергии wм магнитного поля как энергию 
магнитного поля, заключённую в единице объёма пространства  
0
2
2

B
dV
dW
w мм  .     (25.2) 
Докажем справедливость этой формулы. Для этого рассмотрим 
однородное магнитное поле длинного соленоида индуктивности L ( VnL 20 ), 
по которому протекает ток силой I (B=0nI) 
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что и требовалось показать.  
В случае неоднородного магнитного поля его энергию мW , заключённую 
в конечном объёме V, можно определить по формуле 
dV
zyxB
dVwW
VV
мм  

0
2
2
),,(
.     (25.3) 
 
 
 Задача. Длинный цилиндр радиуса а, равномерно заряженный по 
поверхности, вращается вокруг своей оси с угловой скоростью ω. Найти 
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энергию магнитного поля на единицу длины цилиндра, если линейная 
плотность заряда цилиндра равна λ и μ=1. 
 
 Этот вращающийся цилиндр – полная аналогия соленоида, и это очень 
упрощает ситуацию: мы знаем, что поле соленоида локализовано в объеме 
внутри него, оно является однородным и его индукция равна  
                                                            nIB 0 ,                                        (25.4) 
где n – число витков, приходящихся на единицу его длины, то есть nI – 
кольцевой ток, приходящийся на единицу длины соленоида. 
 В нашем случае кольцевые токи образованы вращающимися зарядами. 
Линейная плотность заряда – это заряд, приходящийся на единицу длины 
цилиндра, и она равна λ. При его вращении мы имеем ток, равный λν=λω/2π, 
поэтому индукция магнитного поля внутри цилиндра может быть представлена 
в виде 
                                                            

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Так как поле однородное, то 
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и на единицу длины цилиндра (l=1) приходится энергия магнитного поля 
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2
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26. ТОКИ ПРИ ЗАМЫКАНИИ ЦЕПИ 
 
В цепи, приведённой на рис.24.1,а, ключ К сначала находится в 
положении 2, тока в цепи нет (I = 0). В момент времени t=0 ключ 
перебрасывают в положение 1. Ток в цепи начинает нарастать, он нарастает 
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постепенно из-за возникающего в катушке явления самоиндукции. Зависимость 
силы тока I  от времени  t  можно найти, используя закон Ома для полной цепи 
LReIIIR tS /),1(0 

 . (26.1) 
На рис. 24.1,в приведёны графики зависимости I  от t для разных 
параметров  - от нуля (L, ток в цепи не нарастает) до бесконечности (L0, 
ток в цепи мгновенно достигает значения 0II  ). Видно, что чем больше , т.е. 
чем больше R и меньше L, тем быстрее нарастает ток в цепи. 
Отметим, что с энергетической точки зрения постепенное нарастание 
тока при замыкании цепи, содержащей катушку большой индуктивности, 
связано с необходимостью накопления энергии магнитного поля в катушке в 
начальные моменты времени. При этом скачка ЭДС самоиндукции S не 
возникает, так как в катушке до этого не была запасена энергия магнитного 
поля. 
 
27.  ЯВЛЕНИЕ ВЗАИМНОЙ ИНДУКЦИИ  
 
Пусть в пространстве находятся два проводящих контура 1 и 2 
(рис.27.1,а). Если пропустить по контуру 1 ток I1, то часть линий вектора 
магнитной индукции 1B , созданного током I1 магнитного поля, будет пересекать 
плоскость второго контура, вследствие чего возникает потокосцепление 21 
взаимной индукции, которое прямо пропорционально силе тока I1 
12121 IL .      (27.1) 
Если пропустить ток I2  по  второму контуру, то аналогичные 
рассуждения приводят к следующей формуле 
21212 IL .      (27.2) 
Можно показать, что в случае неферромагнитной среды входящие в эти 
формулы коэффициенты пропорциональности 12L и 21L будут одинаковыми, и 
они получили название взаимной индуктивности контуров 1 и 2 
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
 .     (27.3) 
 
 
Взаимная индуктивность 12L ( 21L ) зависит от взаимного расположения 
контуров, их геометрии и магнитных свойств окружающей среды, т.е. от  . 
Явление взаимной индукции – это явление возникновения ЭДС 
индукции в одном контуре при протекании переменного тока в другом 
контуре, или это явление возникновения магнитного потока взаимной 
индукции при протекании тока в одном из контуров. Используя закон Фарадея 
и формулы (27.1) и (27.2), можно записать 
,121
21
2
dt
dI
L
dt
d
i 


dt
dI
L
dt
d
i
2
12
12
1 

 .  (27.4) 
На явлении взаимной индукции основан принцип действия 
трансформаторов, применяемых для повышения или понижения напряжения 
переменного тока. 
В заключение этого параграфа оценим взаимную индуктивность двух 
коаксиальных соленоидов – соленоидов с общей осью (рис.27.1,б). Пусть 
площади их поперечного сечения совпадают (S1=S2=S), совпадают также их 
длины (l1=l2=l), а разными будут числа витков на единицу длины n1 и n2. Для 
расчёта 21L пропустим ток I1 по первому соленоиду и воспользуемся  
формулой  
21210
1
1102
1
12
1
212
1
21
21 LLVnn
I
SnIN
I
SBN
I
N
I
L 





  , (27.5) 
Рис. 27.1 
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где 1L , 2L  - индуктивности коаксиальных соленоидов. 
 Задача 27.1 Вычислить взаимную индуктивность длинного прямого 
провода и прямоугольной рамки со сторонами а и b (рис.27.2). Провод и рамка 
лежат в одной плоскости, размеры указаны на рисунке. 
 
 Это типичная задача на вычисление 
взаимной индуктивности и решается она так. 
Пусть по прямому проводу протекает ток I1. 
Это ток создает в окружающем пространстве 
магнитное поле с индукцией  
 
                         
r
I
B


2
10
1  .              (27.6)                                          
Это поле создает магнитный поток Φ2 через плоскость, ограниченную 
прямоугольным контуром. Найдем его: 
                    
l
albI
bdr
r
I
dSBSdB
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lSS

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Дальше все просто: 
                                          
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Задача. 27.2. Имеются два неподвижных контура с взаимной 
индуктивностью L12. В одном  из контуров начали изменять ток по закону I1=at, 
где а – постоянная, t – время. Найти закон изменения тока I2(t) в другом 
контуре, индуктивность которого  L2  и сопротивление R.  
 
 Переменный ток в первом контуре порождает в окружающем 
пространстве магнитное поле, которое создает переменный магнитный поток 
через второй контур. В этом контуре возникает ЭДС взаимной индукции и 
Рис. 27.2 
b 
a 
dr r 
l 
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начинает протекать индукционный ток. Этот ток порождает свой магнитный 
поток – поток самоиндукции, в результате чего во втором контуре возникает 
еще и ЭДС самоиндукции: 
 
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Преобразуем это выражение 
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и проинтегрируем его: 
dt
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Постоянную интегрирования С легко найдем из начального условия: при t=0 
I2=0, то есть R
aL
C 12 . Окончательный ответ запишем в виде 
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Знак «минус» в этом выражении является следствием правила Ленца и не имеет 
в данном случае принципиального значения. Любопытно, что при t   
R
aL
I 122   - этот результат мы бы получили, если бы при решении не 
учитывали индуктивность второго контура (и, соответственно, явление 
самоиндукции в нем). 
 
 Задача 27.3. Небольшой цилиндрический магнит М находится в центре 
тонкой катушки радиуса а, состоящей из N витков (рис. 27.3). Катушка 
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подключена к баллистическому гальванометру. Сопротивление всей цепи R. 
Найти магнитный момент магнита pm , если при его удалении из катушки через 
гальванометр прошел заряд q. 
 
 
                                                   Рис. 27.3 
 
 При удалении магнита изменяется магнитный поток и в катушке 
возникает ЭДС индукции и начинает протекать индукционный ток, который в 
свою очередь приводит к появлению переменного потока самоиндукции – в 
катушке возникает еще и ЭДС самоиндукции: 
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

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d
Rdt
dq 1
, 
 LdId
R
dq 
1
. 
Проинтегрируем полученное выражение:  IL
R
q 
1
. Учтем, что  
ΔΦ=Φ–Φ0 = –Φ0 (Φ0 – начальный поток, Φ – конечный поток (он равен нулю)).  
Ток был равен нулю и в начале, и в конце процесса, поэтому  ΔI=0. В итоге 
получаем  
                                                           
R
q 0

 .                                              (27.10) 
Задача свелась к определению магнитного потока Φ0 через катушку, но 
непосредственно определить его мы не можем. Однако эту трудность можно 
преодолеть, используя теорему взаимности, о которой мы говорили выше (см. 
(27.3)). Заменим магнит небольшим витком с током, который обладает таким 
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же магнитным моментом pm , что и магнит. Пусть площадь витка S, и по нему 
протекает ток I. Тогда  pm=IS. 
Согласно теореме взаимности L21 = L12 (будем считать, что индекс 1 
относится к витку, а индекс 2 – к катушке). Умножим обе части этого равенства 
на ток I 
                                                    L21I = L12I                                         (27.11) 
 
и проанализируем обе части этого выражения с учетом формул (27.1) и (27.2). 
Левая часть равенства описывает магнитный поток, создаваемый витком через 
катушку (а это и есть поток Φ0), а правая характеризует магнитный поток, 
который будет пронизывать виток, если по катушке будет протекать ток I. И 
вот этот поток (обозначим его Φ1 ) мы можем посчитать, считая, что в пределах 
витка поле однородно (виток маленький!). Для этого нам надо вспомнить один 
результат, полученный в разделе 4 (задача 4.5). В этой задаче мы нашли 
индукцию магнитного поля в центре витка радиуса R, по которому протекает 
ток I : 
R
I
B
2
0  
В нашем случае R=a и катушка имеет N витков, поэтому 
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Из формулы (27.11) следует, что Φ0=Φ1 , и с учетом (27.10) задача решена: 
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28.  ВТОРОЕ УРАВНЕНИЕ МАКСВЕЛЛА. ТОК СМЕЩЕНИЯ  
 
Основная идея теории Максвелла заключалась во взаимосвязи между 
собой электрических и магнитных полей: если переменное магнитное поле 
порождает в окружающем пространстве электрическое поле (первое положение 
теории Максвелла), то в свою очередь и переменное электрическое поле 
должно создавать в окружающем пространстве магнитное поле. В связи с этим 
Максвелл сформулировал второе положение теории Максвелла, а именно 
переменное электрическое поле порождает в окружающем пространстве 
магнитное поле. 
Следовательно, в теореме о циркуляции вектора B  к источникам 
магнитного поля в виде токов проводимости добавляется ещё один источник, 
который Максвелл назвал током смещения, 
 
dSjjIIldB
S
смпр
i
смпр
Г
i   )()( 00 .   (28.1) 
 
Формула (4.60)  получила название закона полного тока. 
 В выражение (28.1) введены плотности тока проводимости  ( прj )  и смещения  
( смj ); интеграл берётся по поверхности S, опирающейся на контур (Г). 
Под током смещения Iсм понимают скалярную физическую величину, 
измеряемую в амперах, характеризующую способность электрического поля 
создавать магнитное поле и пропорциональную скорости изменения во времени 
напряжённости  E  электрического поля. 
Установим формулу связи плотности тока смещения смj  с 
напряжённостью E  переменного электрического поля. Для этого рассмотрим 
электрическую цепь, содержащую плоский конденсатор с площадью пластин  S 
(рис.28.1,а). Протекание переменного тока в такой цепи сопровождается 
плавным переходом на границе пластин конденсатора тока проводимости в ток 
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смещения, который существуют в пространстве внутри конденсатора. 
Записывая условия непрерывности на границе обкладок, получим 
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  0, ,    (28.2) 
 
    где  - поверхностная плотность заряда на пластинах конденсатора; E  - 
напряжённость электрического поля внутри конденсатора;  - относительная 
диэлектрическая проницаемость среды между обкладками. 
    В формуле (28.2) берётся частная производная от вектора E  по времени t. 
     Ток проводимости (направленное движение заряженных частиц) и ток 
смещения (связан с переменным электрическим полем) имеют разную 
физическую природу, но они сходны по их способности создавать магнитное 
поле. Например, магнитное поле внутри конденсатора можно рассматривать как 
магнитное поле тока проводимости, текущего по проводнику конечных 
размеров с плотностью тока прj , равной плотности тока смещения смj . 
Это позволяет применять формулы магнитостатики для расчёта 
магнитного поля тока смещения. При этом линии вектора B  тока смещения 
будут такими же, как и для тока проводимости (рис.28.1,а). В случае 
конденсатора с круглыми пластинами для расчёта модуля вектора B  внутри 
Рис. 28.1 
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него можно использовать теорему о циркуляции вектора B  для 
цилиндрического проводника конечных размеров и соответственно записать 
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    где r – расстояние от осевой линии внутри конденсатора до рассматриваемой 
точки пространства. 
Введение понятия тока смещения позволяет по-другому объяснить  
отсутствие постоянного тока проводимости в электрической цепи, содержащей 
конденсатор. В этом случае в такой цепи не возникает переменного 
электрического поля между обкладками конденсатора, поэтому тока смещения 
не будет и линии тока проводимости на обкладках конденсатора прерываются. 
Подставляя формулу (28.2) в выражение (28.1) получим второе 
уравнение Максвелла в интегральной форме следующего вида 
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Это уравнение читается следующим образом: циркуляция вектора B  
магнитного поля по произвольному замкнутому контуру (Г) равна сумме токов 
проводимости и смещения, охватываемых контуром (Г), умноженной на 
коэффициент (0).  
Его физический смысл заключается в том, что источниками 
магнитного поля являются токи проводимости  и переменное электрическое 
поле. 
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 Задача 28.1. Соленоид имеет n витков на единицу длины. По нему 
протекает переменный ток tII m sin . Найти 
плотность тока смещения как функцию расстояния r 
от оси соленоида. Радиус сечения соленоида R. ε=1, 
μ=1. 
 
  Ток, протекающий в соленоиде, создает 
внутри него однородное магнитное поле, 
направленное вдоль его оси. Мы знаем его 
магнитную индукцию: 
                                                        nIB 0  .                                              
Ток - переменный, значит и магнитное поле будет меняться со временем. 
Согласно уравнению (19.13) оно порождает вихревое электрическое поле, 
линии которого замкнуты и лежат в плоскости, перпендикулярной вектору В. В 
нашем случае это окружности, центры которых лежат на оси соленоида (рис. 
28.2). Возьмем в качестве контура L окружность радиуса r (она изображена 
пунктиром на этом рисунке). Рассмотрим левую часть уравнения (19.10). 
Вектор Е в каждой точке этого контура направлен по касательной к окружности 
и имеет одну и ту же величину, поэтому 
                                             rEEdlldE
LL
2 

.                                     (28.5) 
Преобразуем правую часть этого уравнения с учетом однородности поля В: 
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2
0 cos rtnIm  .                                      (28.6) 
 
Подставляя (28.5) и (28.6) в (19.13), найдем напряженность электрического 
поля, созданного переменным магнитным полем: 
Рис. 28.2 
E 
r 
R 
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                                                    tnI
r
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0 .                                 (28.7) 
 
Займемся теперь током смещения. Как следует из второго уравнения 
Максвелла (28.2), ток смещения описывается выражением 
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С другой стороны ток смещения выражается через плотность тока смещения по 
стандартной формуле 
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Из сопоставления этих выражений видно, что 
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Чтобы получить окончательный ответ, надо подставить в эту формулу 
выражение (28.7): 
                                            tnI
r
j mсм  sin
2
2
0 .                              (28.11) 
 Мы нашли плотность тока смещения внутри соленоида, но, оказывается, 
переменное электрическое поле возникает и вне соленоида. Рассмотрим контур 
L в виде окружности радиуса r>R. Циркуляция вектора E по этому контуру 
будет описываться тем же выражением (см. (28.5)), а вот интеграл в правой 
части уравнения (19.13) будет иным – магнитное поле существует только 
внутри соленоида, поэтому площадь поверхности S, по которой происходит 
интегрирование в правой части, не будет зависеть от r, а будет равна площади 
поперечного сечения соленоида πR2.: 
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 
2
0
2 R
dt
dI
nR
dt
dB
BdS
dt
d
SdB
dt
d
SS


 
                                          
2
0 cos RtnIm  .                                        (28.12) 
Подставляя (28.5) и (28.12) в (19.13), найдем напряженность электрического 
поля, созданного переменным магнитным полем вне соленоида 
tnI
r
R
E m  cos
2
0
2
  
и плотность тока смещения 
                                            tnI
r
R
j mсм  sin
2
2
0
2
 .                            (28.13) 
 
 
 
 Задача 28.2. Пространство между обкладками плоского конденсатора, 
имеющими форму круглых пластин заполнено однородной слабо проводящей 
средой с удельной проводимостью σ и диэлектрической проницаемостью ε. 
Расстояние между обкладками d (рис. 28.3). Пренебрегая краевыми эффектами, 
найти напряженность магнитного 
поля между обкладками на 
расстоянии r от их оси, если на 
конденсатор подано переменное 
напряжение U=Umcosωt. 
  
Разберемся с условием этой 
задачи. Прежде всего выясним что 
такое слабо проводящая среда. 
Понять это проще всего на таком 
примере. Рассмотрим воздушный конденсатор. Если зарядить его и отключить 
от источника, то в идеальном случае заряд на обкладках меняться не будет. Но 
Рис. 28.3 
H 
E 
r 
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если мы будем облучать его, например, ультрафиолетом, произойдет частичная 
ионизация молекул воздуха, и в пространстве появятся ионы и свободные 
электроны, которые создадут ток между обкладками – конденсатор начнет 
разряжаться. Это очень слабый ток и заряд на обкладках будет убывать 
постепенно, а не мгновенно - если бы мы соединили их проводником. 
Итак, с первой причиной возникновения магнитного поля между 
обкладками мы разобрались – это слабый ток проводимости, направленный 
вдоль оси. Но это еще не все. Еще есть переменное электрическое поле (ведь 
заряд на обкладках уменьшается), которое также порождает магнитное поле. 
Электрическое поле конденсатора Е однородно и также направлено вдоль его 
оси. Линии магнитного поля представляют собой окружности с центром на оси 
системы, и вектор Н будет направлен по касательной к ним в любой точке. Ход 
решения понятен – применяем второе уравнение Максвелла (28.4): 
                                             
SSL
SdD
dt
d
SdjldH

.                             (28.14) 
 
В качестве контура L выберем окружность радиуса r, изображенную пунктиром 
на рис 28.3. Рассмотрим каждый из членов этого уравнения в отдельности. 
Начнем с интеграла в левой части: 
                                               rHHdlldH
LL
2 

.                                (28.15) 
 
Прежде, чем мы начнем вычислять интегралы в правой части, необходимо кое-
что вспомнить. Индукция электрического поля D связана с напряженностью Е 
соотношением D=εε0E, а напряженность электрического поля конденсатора 
определяется формулой E=U/d. Плотность тока проводимости  j=σE=σU/d, 
площадь поверхности S, ограниченной контуром L, равна πR2. С учетом 
сказанного 
 
22 rErjjdSSdj
SS


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22 cos rt
d
U
r
d
U m   ,                              (28.16)    
  
 
SSS
EdS
dt
d
SdE
dt
d
SdD
dt
d
00 
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                                      t
d
U
r
dt
dE m  sin0
2
0  .                        (28.17) 
 
Нам осталось подставить формулы (28.15)-(28.17) в уравнение (28.14): 
 
                                        tt
d
rU
H m  sincos
2
0 .                       (28.18) 
 
Ответ мы, фактически, получили, но это выражение можно преобразовать к 
более компактному виду, используя простой прием - умножим и разделим 
правую часть этого выражения на  20
2    : 
 
    










 tt
d
rU
H m 





 sincos
2 2
0
2
0
2
0
2
2
0
2
. 
 
Коэффициенты, стоящие перед косинусом и синусом не превышают единицу, а 
сумма их квадратов равна единице. Это значит что эти коэффициенты можно 
представить как косинус и синус некоторого угла α, который можно определить 
из равенства 

 0tg . Используя элементарную тригонометрию получаем 
окончательно 
                                                  tHH m cos ,                                    (28.19) 
где   
2
0
2
2
 
d
rU
H mm . 
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29. ПОЛНАЯ СИСТЕМА УРАВНЕНИЙ МАКСВЕЛЛА 
 
В основе теории Максвелла, позволяющей описывать электрические и 
магнитные явления в любой среде (и в вакууме, в частности), лежат два 
положения о взаимосвязи электрических и магнитных полей. Согласно этим 
положениям переменное во времени магнитное поле порождает в 
окружающем пространстве вихревое электрическое поле и переменное во 
времени электрическое поле создает в пространстве магнитное поле. 
Следствием этих положений теории Максвелла являются два его первых 
уравнения – они являются обобщением закона электромагнитной индукции 
Фарадея и теоремы о циркуляции вектора B  : 
1.                                    


SГ
Sd
t
B
ldЕ
)(
.   
2.               Sd
t
E
jIIldB
S
пр
Г i
смпрi   















 00
)(
0 . 
3.                            

 qSdЕ
S 0
1
.  4. 0
S
SdB                              (29.1) 
5. ED 0 .  6. HB 0 . 7. Ej  . 
 
Третье и четвертое уравнения Максвелла представляют собой теоремы 
Гаусса для вектора E  электростатического и вектора B  магнитного полей. 
Физический смысл этих уравнений состоит в следующем: источником 
электростатического поля являются свободные и связанные заряды; в природе 
отсутствуют магнитные заряды, т.е. линии вектора B магнитного поля являются 
замкнутыми. 
Пятое и шестое уравнения Максвелла вводят вектора  электрического 
смещения D  и напряжённости H  магнитного поля, которые в отличие от 
120 
 
истинных векторов E  и B  являются вспомогательными векторами, вводимыми 
для удобства описания полей в присутствии вещества. 
Седьмое уравнение Максвелла представляет собой закон Ома в 
дифференциальной форме, где  - удельная проводимость вещества. 
Записанные выше семь уравнений справедливы для однородных изотропных 
неферромагнитных и несегнетоэлектрических сред, для которых формулы 
связи, выражаемые пятым, шестым и седьмым уравнениями, являются 
достаточно простыми, так как параметры ,  и  являются постоянными 
числами. 
В общем случае эти формулы связи усложняются и называются материальными 
уравнениями: 
                  )(EDD  ,   )(HBB  ,      )(Ejj  ,   (29.2) 
     Эти уравнения принимают определённую форму, которая возникает из 
рассмотрения микроструктуры конкретной среды.  
   В общем случае уравнения Максвелла примут вид 
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

SГ
Sd
t
B
ldЕ
)(
.  
2.                   Sd
t
D
jIIldH
S
пр
Г i
смпрi   
















)(
. 
3.                    i
S
qSdD .  4. 0
S
SdB                                (29.3) 
5. )(EDD  .  6. )(HBB  .  7. )(Ejj  . 
 
       Полная система уравнений Максвелла позволяет определить основные 
характеристики электромагнитного поля ( E , B , D , H ) в каждой точке 
пространства, если известны источники поля – распределение токов 
проводимости прj и электрических зарядов qi  как функции координат и 
времени. 
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Наиболее удобной является полная система уравнений Максвелла в 
дифференциальной форме 
        1.  
t
B
Erot





     2.  )( пр
t
D
jHrot





     3. Ddiv

      4. 0Bdiv

 
       5.  )(EDD  .   6. )(HBB  .    7.  )(Ejj  .                                          (29.4) 
  Она справедлива для малой окрестности любой точки пространства и при 
задании начальных и граничных условий позволяет решать любые задачи 
классической макроскопической электродинамики. Полная система уравнений 
Максвелла играет в электромагнетизме такую же роль, как законы Ньютона 
в механике. 
 
 Задача 29.1. Плоский воздушный конденсатор, обкладки которого имеют 
форму дисков радиуса R=6,0 см, подключен к переменному синусоидальному 
напряжению частоты ω=1000 с—1.Найти отношение амплитудных значений 
магнитной и электрической энергий внутри конденсатора. 
 
Синусоидальное напряжение на обкладках создает в объеме конденсатора 
переменное электрическое поле, напряженность которого изменяется по 
гармоническому закону, и эту зависимость можно записать в виде 
                                                   tEE m cos .                                        (29.5) 
Объемная плотность энергии этого поля определяется формулой 
2
2
0EwE

 ,  
и энергия электрического поля WE, запасенная в объеме V между обкладками, 
вычисляется очень легко (ведь электрическое поле – однородно): 
 
                  hR
tE
hRwVwdVwW mEE
V
EE
2
22
02
2
cos


   ,            (29.6) 
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где h – расстояние между обкладками. Из этого выражения легко найти 
амплитудное (то есть максимальное) значение энергии электрического поля: 
                                                hR
E
W mE
2
2
0
max
2


 .                                 (29.7) 
 Займемся магнитным полем. Откуда оно взялось? Его породило 
переменное электрическое поле. Все ясно - применяем второе уравнение 
Максвелла (28.4). Ток проводимости отсутствует, поэтому 
                                                     
SL
SdD
dt
d
ldH

.                                   (29.8) 
Вектор D направлен параллельно оси системы (рис. 28.3) и равен D=εε0E. 
Линии магнитной индукции (и, соответственно, вектора Н) представляют собой 
окружности с центром на этой оси. Вектор Н направлен по касательной к ним в 
любой точке. 
В качестве контура L выберем окружность радиуса r, изображенную 
пунктиром на рис 29.1. Начнем с интеграла в левой части уравнения (29.8): 
                                                rHHdlldH
LL
2 

.                               (29.9) 
Рассмотрим правую часть этого уравнения, не забывая о том, что электрическое 
поле между обкладками плоского конденсатора однородно: 
 
SSS
EdS
dt
d
SdE
dt
d
SdD
dt
d
00 
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2
0
2
0 sin rtEr
dt
dE
m   .                      (29.10) 
Подставим полученные выражения в уравнение (29.8) и найдем напряженность 
магнитного поля 
                                trHt
rE
H m
m  sinsin
2
0  ,                   (29.11) 
где мы ввели обозначение  
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                                                   mm EH  0
2
1
 .                                      (29.12) 
Эта величина имеет смысл амплитудного (то есть максимального) значения 
напряженности магнитного поля на расстоянии r от оси системы. 
 Для того, чтобы вычислить энергию магнитного поля, воспользуемся 
формулой 
                                                        
V
MM dVwW ,                                    (29.13) 
где 
2
2
0HwM

   - объемная 
плотность энергии магнитного 
поля. 
Мы не можем посчитать 
интеграл (29.13) так, как мы 
сделали это для электрического 
поля – напряженность Н (и, 
соответственно, объемная 
плотность энергии) зависит от 
r. Как быть? Представим объем между обкладками конденсатора V в виде 
совокупности тонких цилиндрических слоев (бесконечно тонких!). Объем 
одного такого слоя (см. рис. 29.1) равен rhdrdV 2 , и в пределах его 
объемная плотность энергии одинакова. Теперь мы можем вычислить энергию 
магнитного поля в объеме конденсатора: 
 
VV
MM dV
H
dVwW
2
2
0
 
                          thRHdrrthH m
R
m 
242
0
0
322
0 sin
4
1
sin   .       (29.14) 
Из этой формулы мы легко находим амплитудное значение энергии магнитного 
поля 
Рис. 29.1 
H 
E 
r r 
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                                              hRHW mmM 
42
0
4
1
                                  (29.15) 
и с учетом формулы (29.7) получаем 
                        
 
 
1522
00
2
2
0
2
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E
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
.        (29.15) 
При записи окончательного ответа мы использовали выражение (29.12) и учли, 
что в воздухе ε=1, μ=1. 
 
 Задача 29.2. Переменный синусоидальный ток частоты ω=1000 с-1 течет 
по обмотке прямого соленоида, радиус сечения которого R=6,0 см. Найти 
отношение амплитудных значений энергий электрического и магнитного полей 
внутри соленоида. 
 
 Посмотрите условие предыдущей задачи – все то же самое, только с 
точностью до наоборот. Синусоидальный ток создает в объеме соленоида 
переменное магнитное поле, напряженность которого меняется со временем по 
закону 
                                                   tHH m cos .                                         (29.16) 
Это поле однородно и его объемная плотность энергии, равная 
2
2
0HwM

 , 
одинакова во всех точках в объеме V соленоида (μ=1). Поэтому энергию 
магнитного поля WM в объеме соленоида можно посчитать очень легко: 
  V
H
VwdVwW M
V
MM
2
2
0
 
                                                lRt
Hm 22
2
0 cos
2


 ,                                   (29.17) 
где l – длина соленоида. 
Из этой формулы видно, что амплитудное значение энергии магнитного поля 
равно 
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                                                   lR
H
W m
mM
2
2
0
2


 .                                 (29.18)  
Займемся электрическим полем. Причина его возникновения ясна – это 
переменное магнитное поле. Напряженность этого вихревого электрического 
поля мы уже определили в задаче 28.1 (см. выражение (28.7)): 
tnI
r
E m  cos
2
0 , 
где r – расстояние от оси соленоида. Напряженность магнитного поля Н внутри 
соленоида определяется по формуле 
tHtnInIH mm  coscos  , 
поэтому                                  tH
r
E m  cos
2
0 .                                (29.19) 
Для вычисления энергии электрического поля WE в объеме соленоида V 
воспользуемся известной нам уже формулой 
                                                      
V
EE dVwW ,                                       (29.20) 
где 
2
2
0EwE

  - объемная плотность энергии электрического поля. 
Напряженность поля Е и, следовательно, wE, зависят от расстояния r, 
поэтому в качестве элемента объема dV выберем объем бесконечно тонкого 
цилиндрического слоя: rldrdV 2 .  
 Тогда 
 
R
m
V
E drrtlHdV
E
W
0
32222
00
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0 cos
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                                           tlRHm 
 24222
00 cos
16
 .                           (29.21) 
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Выражение, стоящее перед знаком косинуса, есть амплитудное (то есть 
максимальное) значение энергии электрического поля в объеме соленоида: 
                                                lRHW mmE
4222
00
16


 .                          (29.22) 
 
Нам осталось разделить выражение (29.22) на (29.18) и получить ответ: 
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30. ОТНОСИТЕЛЬНОСТЬ ЭЛЕКТРИЧЕСКИХ И МАГНИТНЫХ 
ВЗАИМОДЕЙСТВИЙ 
 
            В соответствии с первым постулатом специальной теории 
относительности уравнения Максвелла должны быть инвариантны 
относительно преобразований Лоренца. При этом одно и то же 
электромагнитное поле по-разному проявляет себя в разных инерциальных 
системах отсчёта, движущихся друг относительно друга. Наглядным 
подтверждением этого является пример взаимодействия проводника с током и 
точечного заряда. Так, выбором ИСО такое взаимодействие можно 
представить, как только магнитное либо как только электрическое, либо как 
единое электромагнитное взаимодействие. 
 Рассмотрим этот пример подробнее. Пусть в ИСО К  находятся точечный 
положительный заряд Q и неподвижный прямой металлический проводник, по 
которому течёт ток (рис.30.1,а). Скорость этого заряда параллельна скорости 
направленного движения свободных электронов и равна ей по модулю. 
Проводник является электронейтральным, т.е. сумма объёмных плотностей 
зарядов положительных ионов (+) и свободных электронов (-) равна нулю 
127 
 
 
 
0  , 
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q
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q
, 
где S – площадь поперечного сечения проводника;  l  и l - длины отрезков 
проводника для положительных и отрицательных зарядов. 
На заряд Q в ИСО К  со стороны магнитного поля тока будет действовать сила 
Лоренца (рис. 4.28,а), электрического взаимодействия между ними нет. 
Перейдём теперь в ИСО К’, в которой заряд Q будет неподвижным, а 
проводник вместе с положительными ионами будет двигаться со скоростью V. 
Магнитное поле тока на неподвижный заряд Q не действует, так как сила 
Лоренца будет равна нулю (Fл=0). Но в связи с тем, что проводник перестаёт 
быть электронейтральным (его заряд будет положительным), на заряд Q  будет 
действовать кулоновская сила отталкивания со стороны проводника и 
электромагнитное взаимодействие будет представлено в такой ИСО как только 
электрическое взаимодействие. 
Действительно, используя инвариантность заряда (q=q’) и  поперечных 
размеров проводника (S=S’), а также сокращения продольных размеров тел при 
их движении (
2
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1
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V
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Рис. 30.1 
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что и требовалось показать. 
В произвольной ИСО взаимодействие заряда Q  и проводника с током будет 
электромагнитным, т.е. на заряд будут одновременно действовать и сила 
Кулона, и сила Лоренца. 
Итак, существует единое электромагнитное взаимодействие, единое 
электромагнитное поле, частными проявлениями которого могут быть как 
электростатическое поле неподвижных зарядов, так и магнитное поле 
постоянных токов проводимости. 
 
ЭЛЕКТРОМАГНИТНЫЕ ВОЛНЫ   
31. ВОЛНОВОЕ УРАВНЕНИЕ ДЛЯ ЭЛЕКТРОМАГНИТНОЙ ВОЛНЫ (ЭМВ). 
УРАВНЕНИЕ ПЛОСКОЙ ЭМВ. 
 
 Следствием теории Максвелла является существование 
электромагнитного поля в виде электромагнитных волн (ЭМВ). ЭМВ – 
распространяющееся в пространстве электромагнитное поле. В основе 
образования ЭМВ лежат взаимные превращения электрического и магнитного 
полей: переменное магнитное поле порождает в окружающем пространстве 
переменное электрическое поле и это изменяющееся электрическое поле также 
создаёт в окружающем пространстве переменное магнитное поле и т.д. Процесс 
образования переменных электрического и магнитного полей охватывает всё 
новые и новые области пространства – в пространстве распространяется ЭМВ.  
 Итак, из полной системы уравнений Максвелла вытекает существование 
электромагнитного поля в виде ЭМВ. Покажем это на конкретном примере. 
Пусть имеется однородная, изотропная пластина из диэлектрика (рис. 31.1,а), 
заполняющая полупространство ( 0x  , рис. 31.1,а).  Во всех точках плоскости 
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уОz, на входе пластины создаются гармонические колебания вектора 
напряженности электрического поля вдоль оси Оу )0 ,cos ,0( tEEE mУ 

.Считается, что в пластине отсутствуют электрические заряды (q=0) и токи  
 
проводимости (jпр=0), а значения относительных диэлектрической и магнитной 
проницаемостей среды являются постоянными, т.е. среда не является 
ферромагнитной и сегнетоэлектрической.  
   Запишем первое уравнение Максвелла в дифференциальной форме (формула 
(29.4)): 
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     Из начальных условий и соображений симметрии для рассматриваемого 
примера следует, что зависимости вектора E

 от координат у и z не будет, также 
не будет составляющей вектора E

  вдоль оси  Оz: 
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Рис. 31.1 
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 Оставим только зависящие от времени решения, так как только они приводят к 
возникновению ЭМВ в среде, и в итоге получим одно скалярное уравнение 
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.                                             (31.1) 
 Аналогично, из второго уравнения Максвелла можно записать 
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    Возьмем частную производную по координате х от уравнения (31.1) и 
частную производную по времени t от уравнения (31.2): 
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   Аналогично, беря частные производные по времени t от (31.1) и по 
координате х от (31.2), получим 
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         Выражения (31.3) и (31.4)  являются волновыми уравнениями. Решением 
этих волновых уравнений являются плоские монохроматические волны 
электрического и магнитного полей 
                                   )cos( 1 kxtEE my ,                                                       (31.5) 
                                   )cos( 2 kxtBB mZ ,                                                       (31.6) 
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         распространяющихся вдоль оси Ох с фазовой скоростью  
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00
1
,                                                     
(31.7) 
   где с - скорость света в вакууме.                                    
       Итак, ЭМВ представляет собой распространяющиеся в пространстве две 
волны электрического и магнитного полей, взаимосвязанных друг с другом, 
порождающих одна другую. 
    В общем случае волновые уравнения для ЭМВ  будут соответствовать 
волновому уравнению (6.7):  
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32.СВОЙСТВА ЭМВ 
 
  Кратко рассмотрим основные свойства ЭМВ.  
Скорость ЭМВ в вакууме не зависит от частоты и равна скорости света в 
вакууме (υ=с). Это свойство ЭМВ впервые позволило Максвеллу сделать 
вывод о том, что свет представляет собой электромагнитные волны 
определенного интервала частот. В среде скорость ЭМВ уменьшается и 
определяется характеристиками среды ε и  μ. 
1. Фазы колебаний векторов E

 и B

 ЭМВ совпадают, т.е. в любой точке 
пространства вектора  E

 и  B

 одновременно достигают максимальных 
значений и обращаются в ноль.  
                                   1 2sin(ω α) ωsin(ω α)    m mE k t kx B t kx  ,                (32.1)    
                               2 0 2sin(ω α) ωsin(ω α)      m mB k t kx E t kx .              (32.2) 
Система уравнений должна иметь решения для любого момента времени и в 
любой точке пространства, что возможно только в том случае, если  α1=α2 ,т.е. 
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при совпадении фаз колебаний векторов E

  и B

. На Рис. 31.1,б  приведена 
«фотография» ЭМВ, подтверждающая это свойство ЭМВ. 
 3.  ЭМВ является поперечной, так как колебания векторов E

 и B

   
происходят в направлениях, перпендикулярных к скорости ЭМВ. Из рис. 31.1 
следует, что вектора E

, B

 и 

 образуют жесткую тройку                                               
взаимно перпендикулярных векторов.  
 4. Плоская ЭМВ является линейно поляризованной, так как колебания 
вектора E

 происходят вдоль одного направления в пространстве.  
5. Объемные плотности энергии электрического ЭЛ'w  и магнитного Мw  
полей ЭМВ одинаковы. Для того, чтобы показать это, запишем формулы 
взаимосвязи векторов E

 и B

, которые вытекают из выражений (32.1) и (32.2)  
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.                                       (32.3) 
    Из-за совпадения фаз колебаний  векторов E

 и B

 формула (6.51) будет 
справедлива для любого момента времени t , и поэтому можно записать 
                                                    

BE ,   υE B .                                            (32.4) 
  В соответствии с формулой (32.4) объемные плотности энергии 
электрического ЭЛ'w и магнитного Мw полей  ЭМВ будут одинаковыми 
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ww М , 
  и, следовательно, объемная плотность энергии ЭМВ запишется так 
                                  
0
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6. Вектор Пойнтинга или вектор плотности потока энергии ПS

.  
Для вектора плотности потока энергии ПS

 в случае ЭМВ можно получить 
                                                BEwS


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
0
П
1
 .                                             (32.6)                     
   Отметим, что вектор плотности потока энергии для ЭМВ был введен 
Пойнтингом и был назван в честь него. 
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  В связи с большой частотой ЭМВ многие приборы измеряют усредненные 
характеристики ЭМВ. Для них можно записать следующие формулы: 
                                                  2
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  Усредненное по времени значение вектора Пойнтинга ПS

 называют 
интенсивностью I  ЭМВ. 
7. ЭМВ могут поглощаться, отражаться и преломляться.  
   7. 1. Изменение фаз колебаний векторов при отражении. При отражении 
плоской ЭМВ от оптически более плотной среды ( 12 nn  ) происходит 
изменение фазы колебаний вектора E

 на π  (вектора E

 и ОТРE  направлены в 
противоположные стороны, рис. 6.14,а). При этом изменение фазы вектора B

 
не происходит (вектора B

 и ОТРB  направлены в противоположные стороны, 
рис.32.1,а). При отражении от оптически менее плотной среды ( 12 nn  ) 
изменение фазы колебаний вектора E

 не происходит, а фаза вектора B

 
изменяется на π  (рис32.1,б).  
          Это означает, что при отражении падающей на границу раздела двух сред 
плоской электромагнитной волны тройка векторов E

, B

 и 

 поворачивается на 
угол 1800 либо вокруг вектора B

( 12 nn  , рис. 32.1,а), либо вокруг вектора E

 
 ( 12 nn  , рис. 32.1,б).  
    Такое поведение векторов E

 и B

, следует из условий,  накладываемых на эти 
вектора на границе раздела двух сред.  Покажем, например, что если фаза 
вектора E

 при отражении ЭМВ не изменяется, то отражение происходит от 
оптически менее плотной среды ( 12 nn  ).  
   Для этого, в частном случае для угла падения i , равного нулю: 0i , 
запишем граничные условия для касательных (тангенциальных, направленных 
параллельно поверхности границе раздела) составляющих векторов E

 и B

 см. 
(рис. 32.1,б) 
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                              Oу : ОТР ПРE E Е   (*)  ,      Oz :  ОТР ПРВ В В   (**), 
   где в этих уравнениях взяты проекции векторов на направления, 
 
совпадающие с направлениями векторов  E

 и B

 падающей волны. Учитывая 
формулу E
c
nE
B 

, можно переписать уравнение (**) следующим образом: 
                                                     ÏÐÎÒÐ EnEnEn 211    (***). 
   Решая систему уравнений (*), (***), получим 
                                    E
nn
nn
ЕОТР
21
21


 ,  E
nn
n
ЕПР
21
12

 .                                     (32.8,а)                                                                   
         Так как модули векторов всегда больше нуля, то это означает, что 12 nn  , 
что и требовалось доказать.  
       Аналогично можно рассмотреть случай отражения ЭМВ от более плотной 
среды и получить формулы 
. E
nn
nn
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
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 ,  E
nn
n
ЕПР
21
12

 .                                        (32.8,б) 
7. 2. Интенсивности падающей, отраженной и преломленной ЭМВ.    
Граничные условия также позволяют найти формулы, связывающие 
интенсивности падающей, отраженной и преломленной ЭМВ. Для этого 
необходимо использовать закон сохранения энергии, выполняющийся на 
границе раздела двух сред: энергия падающей на границу раздела двух сред 
Рис.32.1 
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электромагнитной волны будет равна сумме энергий, прошедшей во вторую 
среду ЭМВ и отраженной энергий. Тогда для векторов Пойнтинга падающей, 
преломленной и отраженной волн можно записать 
                                                         
П ПАД П ОТР П ПРЕЛ
S S S  . 
  При нормальном падении ЭМВ на границу раздела двух сред (угол падения i  
равен нулю 0i ) можно записать 
    П ПАД П ОТР П ПРЕЛS S S  ,   
2 2 2 2
0 0 0υ εε ε ε    Ï
c
S w E n E c nE
n
 
                                             
2 2 2
1 1 2 Î ÒÐ Ï Ðn E n E n E , 
                
2
10 ОТРОТРПОТР
EncSI  ,  
2
10 ПРЕЛПРЕЛППРЕЛ
EncSI   
     Введем коэффициент отражения R как отношение интенсивности волны, 
отраженной от границы раздела двух сред, к интенсивности волны, падающей 
на эту границу: 
                                                       ОТР
ПАД
I
R
I
 .                                                          (32.9) 
    В случае нормального падения ЭМВ из уравнения  (6.56,б) для случая 12 nn   
можно получить 
                                                   
2
12
2
12
2
1
2
1
)(
)(
nn
nn
En
En
I
I
R ОТР
ПАД
ОТР





 .                      (32.10) 
  Для границы раздела воздух ( 1n =1) – стекло ( 2n =1,5) значение коэффициента 
отражения R равно 0,04, т.е. 4 % энергии ЭМВ в области диапазона видимого 
света теряется на отражение. 
 
     При переходе ЭМВ из одной среды в другую изменяются ее длина λ волны и 
скорость υ, а период Т волны и ее частота (ν) не изменяются (рис. 6.15,а): 
                           0 n    ,  nc ,    εμ ε n .                                     (32.11) 
     где абсолютный показатель преломления среды n зависит от ε и μ, так как 
для многих сред  μ=1, остается    зависимость только от ε.  
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 7. 3. Законы отражения и преломления. При падении плоской ЭМВ на 
границу раздела двух диэлектриков выполняются законы отражения и 
преломления (рис. 32.2). Закон отражения – падающий и отраженный лучи 
лежат в одной плоскости; угол падения равен углу отражения. Закон 
преломления – падающий и преломленный лучи лежат в одной плоскости; 
отношение синуса угла падения к синусу угла преломления равно отношению 
абсолютных показателей преломления второй среды к первой 
                                                  2 21
1
sin
sin
ni
n
r n
  ,    
1
2
21
n
n
n  ,                                  (32.12)     
где 21n  называется абсолютным показателем преломления второй среды                                                                  
относительно первой. 
 
 Отметим, что под лучом ЭМВ понимают направление распространения 
энергии ЭМВ, т.е. направление вектора Пойнтинга ПS

. 
         При переходе ЭМВ из оптически более плотной среды в оптически менее 
плотную среду может наблюдаться явление полного внутреннего отражения 
– явление, при котором падающая на границу раздела ЭМВ полностью  
Рис. 32.2 
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отражается, не проникая во вторую среду (рис. 32.3). Это связано с тем, что при 
таком падении угол преломления всегда будет больше угла падения ( r >i) и при 
увеличении угла падения наступает случай, при котором угол преломления 
станет равным 090 . Вводится предельный угол ПРЕДi  полного внутреннего 
отражения – это угол падения, при котором преломленный луч скользит по 
границе раздела двух сред, т.е. угол преломления равен 090r  (см. рис. 6.16). 
Это позволяет записать условие для расчета этого угла для различных сред. 
Так, из уравнения (6.52) можно получить 
                                                     
1
2sin
n
n
iПРЕД   .                                                 (32.13)  
        Явление полного внутреннего отражения используется в волоконной 
оптике, когда ЭМВ видимого диапазона излучения по оптическим волокнам 
передаются на большие расстояния без потери энергии. Такой способ передачи 
информации обладает большой пропускной способностью из-за высокой 
несущей частоты (для видимого диапазона излучения ω составляет порядка 3
1510 рад с )  и большой защищенностью информации.  
 
 Задача 32.1. В вакууме распространяется плоская электромагнитная 
волна, частота которой ν=100 МГц и амплитуда электрической составляющей 
Еm=50 мВ/м. Найти средние за период колебания значения: 
а) плотности потока энергии; 
б) модуля плотности тока смещения. 
 
Рис. 32.3 
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 Ответ на первый вопрос практически готов: среднее за период колебания 
значение плотности потока энергии – это интенсивность волны. В выражении 
(32.7) мы не знаем Нm , но у нас есть формула (32.3): 
mm EH
0
0


 . 
Подставляем: 
                                             
2
0
2
0
0
2
1
2
1
mm cEEI 


 .                                 (32.14) 
 
При записи последнего выражения мы учли, что 
00
1

с . 
Для ответа на второй вопрос надо вспомнить, что такое ток смещения и его 
плотность. Мы обсуждали этот вопрос:               
 
                                                  
t
E
t
D
jсм








0 .                                      (32.15) 
                                                                                       
Используем формулу (31.5), учтем, что ω=2πν, и получим 
 
                               tEtE
t
j mmсм  2sin22cos 00




 .             (32.16)  
 
Нам необходимо найти среднее за период колебания значение модуля 
плотности тока смещения 
                                         tEj mсм  2sin2 0

,                            (32.17) 
 
а для этого нужно посчитать среднее от модуля синуса. Это делается по 
обычной формуле (нужно только учесть, что модуль синуса – это 
периодическая функция с периодом π, а не 2π): 
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



2
0
cos
1
sin
1
sin
0
  xxdxx .                   (32.18) 
 
Окончательно имеем 
                                                  mсм Ej 04

.                                       (32.19) 
 Задача 32.2. Шар радиуса R=50 см находится в немагнитной среде с 
диэлектрической проницаемостью ε=4,0. В среде распространяется плоская 
электромагнитная волна с длиной волны λ<<R и амплитуда электрической 
составляющей Еm=2000 В/м. Какая энергия падает на шар за время t=1,0мин? 
 
 Обсудим условие 
этой задачи на простом и 
наглядном примере. Пусть 
речь идет плоской световой 
волне, на пути которой мы 
поместили шар. Располо-
жим за шаром экран (рис. 
32.4). На экране появится 
тень этого шара – круг 
радиуса R. Это значит, что шар поглощает столько же энергии, что и диск того 
же радиуса. Это очень упрощает задачу. 
 Как найти эту энергию? Строго говоря, это надо делать так: 
                                                    
t
dtW
0
,                                               (32.20)  
где Φ – поток энергии, падающий на диск (поток энергии – это энергия, 
падающая на диск в единицу времени). Его можно выразить через плотность 
потока энергии, то есть через модуль вектора Пойнтинга: 
Рис. 32.4 
R 
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                                                   

Sd ,                                                 
где σ=πR2  – площадь диска. Волна плоская, поэтому 
                                             
2RSSd 

  .                                        (32.21) 
Время регистрации (t=1,0мин) гораздо больше периода колебаний в ЭМВ (это, 
кстати, можно очень просто оценить: c
c
R
cv
T 81033.0 

 ), 
поэтому можно перейти к усредненным значениям: 
tR
HE
tRItRStdtW mm
t
222
0
2
   . 
Воспользуемся формулой (32.3) и получим окончательный ответ 
                                       кДжtREW m 0.5
2
1 22
0
0  


.                     (32.22) 
 
 Задача 32.3. Плоский 
конденсатор с круглыми 
пластинами медленно заряжают. 
Показать, что поток вектора 
Пойнтинга через боковую 
поверхность конденсатора равен 
приращению энергии конденсатора 
за единицу времени. 
 
 Будем считать  для 
определенности, что нижняя обкладка конденсатора заряжена положительно, а 
верхняя - отрицательно (рис. 32.5). Это значит, что вектор напряженности 
электрического поля Е направлен вверх (а само поле является однородным). 
Пусть заряды на обкладках увеличиваются – значит напряженность поля тоже 
Рис. 32.5 
E 
H 
S 
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будет возрастать. Переменное электри-ческое поле приводит к возникновению 
магнитного поля (второе уравнение  Максвелла), линии которого представляют 
окружности с центром на оси системы (рис. 32.5). Вектор Н направлен по 
касательной к окружности в каждой точке, и поэтому вектор Пойнтинга S будет 
направлен радиально к оси (см.  формулу (32.6)). Это вполне понятно – энергия 
конденсатора увеличивается, поэтому поток электромагнитной энергии 
направлен в объем, находящийся между обкладками конденсатора. 
Зададим размеры конденсатора (R – радиус обкладок, d – расстояние 
между ними) и  воспользуемся уравнением (28.1). Рассмотрим левую его часть 
и выберем в качестве контура L окружность радиуса R, изображенную 
пунктиром на рис. 32.5: 
                                                RHHdlldH
LL
2 

.                                  (32.23) 
Вычислим правую часть уравнения (19.13) 
                           
2
000 R
dt
dE
EdS
dt
d
SdE
dt
d
SdD
dt
d
SSS
  

.           (32.24) 
Приравнивая эти выражения, найдем напряженность магнитного поля на 
боковой поверхности конденсатора                                     
                                                       
2
0
R
dt
dE
H  .                                          (32.25) 
Теперь по формуле (32.6) мы можем найти модуль вектора Пойнтинга: 
                                                
2
0
R
dt
dE
EEHS  .                                       (32.26) 
Отметим – модуль вектора одинаков по величине во всех точках (электрическое 
поле однородно), при этом вектор S во всех точках боковой поверхности 
конденсатора направлен по нормали к ней. 
С учетом сказанного вычислим поток Φ вектора Пойнтинга через 
боковую поверхность конденсатора σ (σ=2πRd):  
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,          (32.27) 
где V – объем конденсатора. 
 Рассмотрим выражение, стоящее под знаком производной: 
EE WVwV
E

2
2
0
 . 
Итак,                                               
dt
dWE .                                            (32.28) 
В правой части этого выражения стоит скорость изменения энергии 
электрического поля конденсатора, то есть приращение энергии конденсатора 
за единицу времени. Что и требовалось доказать. 
 
 Задача 32.4. Ток, протекающий по обмотке длинного соленоида, 
медленно увеличивают. Показать, что скорость 
возрастания энергии магнитного поля в соленоиде 
равна потоку вектора Пойнтинга через его 
боковую поверхность. 
 
  Ток, протекающий по обмотке соленоида, 
создает в его объеме магнитное поле. При 
увеличении тока напряженность этого поля Н 
возрастает, и, согласно первому уравнению 
Максвелла, возникает вихревое электрическое 
поле Е, линии которого представляют собой 
окружности с центром на оси соленоида (рис. 32.6). 
 Решение задачи по сути напоминает задачу предыдущую – надо найти 
поток вектора Пойнтинга через боковую поверхность соленоида и показать, что 
он равен скорости возрастания энергии магнитного поля в соленоиде. 
 Найдем напряженность электрического поля на боковой поверхности 
соленоида, считая, что его радиус равен R. Возьмем в качестве контура L 
H 
E 
S 
Рис. 32.6 
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окружность радиуса R (она изображена пунктиром на рисунке 32.6.) 
Рассмотрим левую часть уравнения (19.13). Вектор Е в каждой точке этого 
контура направлен по касательной к окружности и имеет одну и ту же 
величину, поэтому 
                                               REdlEldE l
L
l
L
2 

.                            (32.29) 
Обратим внимание на индекс l – он указывает на то, что речь в этом выражении 
идет о проекции вектора E на направление обхода контура (в нашем случае он 
происходит против часовой стрелки, если смотреть сверху). 
Преобразуем правую часть этого уравнения с учетом однородности поля В: 
                           
2
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BdS
dt
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d
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.              (32.30) 
Подставляя эти выражения в уравнение (19.13), получим 
2
0
R
dt
dH
El  . 
Знак минус в этом выражении говорит о том, что вектор Е направлен 
противоположно направлению обхода контура, при этом его модуль равен 
                                                     
2
0
R
dt
dH
Е  .                                         (32.31) 
Найдем модуль вектора Пойнтинга 
                                               
2
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R
dt
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НEHS  .                               (32.32) 
Модуль вектора одинаков по величине во всех точках (магнитное поле 
однородно), при этом вектор S во всех точках боковой поверхности соленоида 
направлен по нормали к ней в сторону оси системы. 
С учетом сказанного вычислим поток Φ вектора Пойнтинга через 
боковую поверхность соленоида σ (σ=2πRl):  
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где V – объем соленоида, l – его длина. 
 Рассмотрим выражение, стоящее под знаком производной: 
ММ WVwV
Н

2
2
0
 . 
Итак,                                               
dt
dWМ .                                              (32.34) 
Что и требовалось доказать. 
 Задача 32.5. 
Нерелятивистские протоны, 
ускоренные разностью потенциалов 
U, образуют пучок круглого 
сечения с током I. Найти модуль и 
направление вектора Пойнтинга вне 
пучка на расстоянии r от его оси. 
 
 Для начала разберемся с 
условием задачи. Пусть протоны 
летят слева направо (рис. 32.7). 
Этот пучок эквивалентен току, 
протекающему по проводнику в том же направлении. Этот ток создает в 
окружающем пространстве магнитное поле, напряженность которого равна                             
r
I
H
2
 .                 (32.35) 
Направление вектора Н указано на рис. 32.7. С другой стороны этот пучок 
эквивалентен длинному проводнику, заряженному с линейной плотностью 
заряда λ, который создает в окружающем пространстве электрическое поле с 
напряженностью 
                                                        
r
E
02

 .                                          (32.36) 
H 
E 
S 
Рис. 32.7 
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Таким образом вектор Пойнтинга S направлен в ту же сторону, что и пучок 
протонов (рис. 32.7), и его модуль равен 
                                                  2
0
24 r
I
EHS


  .                                 (32.37) 
Вопрос заключается в том, чему же равна λ. По смыслу это заряд, 
приходящийся на единицу длины проводника, то есть в нашем случае – 
суммарный заряд протонов, находящихся на участке пучка единичной длины. 
Его можно записать в виде 
                                                          enS ,                                           (32.38) 
где e – заряд протона, n – их концентрация, S – площадь поперечного сечения 
пучка. Концентрацию мы не знаем, но ее можно найти их формулы, 
связывающей силу тока в проводнике с концентрацией свободных зарядов и 
средней скоростью их упорядоченного движения <u>: 
SuenI  . 
Здесь, однако, следует учесть, что протоны в пучке имеют вполне 
определенную скорость v, поэтому 
                                                         envSI  .                                             (32.39) 
 Эту скорость мы можем найти, применив теорему о кинетической энергии: 
изменение кинетической энергии частицы равно работе сил, действующих на 
нее. В нашем случае это работа электрических сил, и мы знаем чему она равна: 
А=eU. Итак, протоны приобрели кинетическую энергию, пройдя ускоряющую 
разность потенциалов U, поэтому  
eU
mv

2
2
,  
                                                          
m
eU
v
2
 .                                           (32.40) 
Нам осталось все собрать. Из формулы (32.39) находим 
eU
m
eS
I
evS
I
n
2
 , 
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подставляем это выражение в (32.38) 
eU
m
IenS
2
  
и, наконец, получаем ответ 
                                          
eU
m
r
I
r
I
S
244 20
2
2
2
0
2 

 .                       (32.41) 
 
 
33. ДАВЛЕНИЕ ЭМВ 
 
      Согласно теории Максвелла ЭМВ переносят энергию, а, следовательно, и 
импульс, вследствие чего они должны оказывать давление на поверхность. 
   Найдем формулу для давления ЭМВ при ее нормальном падении в вакууме на 
полностью поглощающую ЭМВ поверхность. Как известно давление р равно 
отношению усредненной по времени силы давления F  к площади 
поверхности S.                       
    Согласно второму закону Ньютона сила давления равна отношению 
импульса, переданного поверхности электромагнитной волной за промежуток 
времени Δt,  к этому промежутку времени. Учитывая, что  StcSV  - это 
объем электромагнитного поля, который поглощается поверхностью за время 
Δt, а  m и  2mcW  – масса и энергия электромагнитного поля объема V , можно 
получить для давления ЭМВ следующую формулу 
2         
       
   
pF c mc c mc W
P w
S tS c S V V
, 
 
  или в общем случае для поверхности, которая не только поглощает, но и 
отражает ЭМВ, запишем 
 
                                                )1(  wр ,                                                       (33.1) 
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    где введен коэффициент отражения γ, он учитывает изменение давления 
ЭМВ на поверхность в случае частичного отражения ЭМВ от нее. При  γ =1 
ЭМВ полностью отражается поверхностью, а при  γ = 0 – полностью ее 
поглощает. 
 Понять природу этого явления легко, если рассматривать волну как поток 
фотонов, каждый из которых обладает своим импульсом. Попадая на мишень, 
фотоны передают ей свой импульс, что приводит к появлению силы давления 
на мишень. 
 
 
 Задача. Считая, что частица имеет форму шарика и поглощает весь 
падающий на нее свет, найти радиус частицы, при котором гравитационное 
притяжение ее к Солнцу будет компенсироваться силой светового давления. 
Мощность светового излучения Солнца Р=4·1026 Вт, плотность частицы ρ=1,0 
г/см3. Масса Солнца МС=2·10
30
 кг. 
 
 Поскольку частица поглощает весь падающий на нее свет, то γ = 0, и 
согласно формуле (33.1)  
wp  , 
а w  связана со средним значением модуля вектора Пойнтинга (и, 
соответственно, с интенсивностью волны) соотношением 
                                                     
c
I
c
S
w  ,                                        (33.2) 
поэтому                                              
c
I
p  .                                              (33.3) 
 Запишем равенство сил тяготения и давления 
                                                         давлтяг FF  .                                        (33.4) 
По закону всемирного тяготения 
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                                                      2R
mM
GF Cтяг  ,                                       (33.5) 
где 
3
3
4
rVm   ,  m – масса частицы (r – ее радиус), R – расстояние до 
Солнца. 
 В задаче 33.2 мы выяснили, что при падении плоской волны на шар его 
можно заменить диском того же радиуса. Это значит, что силу светового 
давления можно записать в виде 
                                                  
22 r
c
I
rpFдавл   .                                 (33.6) 
Нам нужно найти интенсивность светового излучения на расстоянии R от 
Солнца. Сделаем это так. Мы знаем мощность излучения Солнца – это энергия, 
которую излучает Солнце в единицу времени. Представим себе сферическую 
поверхность радиуса R (ее площадь 4πR2). Поток энергии Φ через нее (то есть 
энергия, проходящая через эту поверхность в единицу времени) равен энергии, 
излучаемой Солнцем в единицу времени, то есть мощности излучения. 
Интенсивность – это поток энергии через единичную поперечную площадку, 
поэтому 
22 44 R
P
R
I



 . 
Итак, 
                                             
2
2
2
4
r
cR
P
r
c
I
Fдавл   .                                (33.7) 
Нам осталось лишь подставить все в равенство (33.4) 
2
22
3
4
3
4
r
cR
P
R
Mr
G
C


 
и найти радиус частицы 
                                          мкм
MGc
P
r
C
6.0
16
3

 .                          (33.8) 
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            Формула (32.1), полученная Максвеллом на основе его теории ЭМВ, 
была проверена экспериментально в опытах П.Н. Лебедева. Сначала в 1900 г. 
он определил давление света на твердые тела, а в 1910 г. – на газы. 
          Прибор Лебедева представлял собой крутильные весы, подвижной частью 
которых являлся легкий стержень с укрепленными на нем черными и светлыми 
дисками толщиной от 0,1 мм до 0,01 мм (рис. 33.1). 
         Если послать на такую установку ЭМВ, то тогда стержень будет 
поворачиваться, так как давление  света на светлый диск в два раза     
превышает   давление на черный диск. По углу поворота можно оценить 
вращающий момент, действующий на систему, 
и тем самым оценить давление. Угол поворота 
определяется с большой точностью 
отклонением по шкале прибора светового 
зайчика, отраженного от зеркальца. Объемную 
плотность энергии ЭМВ Лебедев измерял с 
помощью специального калориметра, он 
фиксировал повышение температуры 
калориметра, направляя на него в течение некоторого промежутка времени 
электромагнитное излучение.  
             Определяя независимо давление Р света и среднее значение объемной 
плотности  w  ЭМВ, Лебедев экспериментально доказал справедливость 
электромагнитной природы света. 
            Уникальность опытов П.Н. Лебедева можно понять, если оценить 
давление, которое оказывает идущий от Солнца световой поток Ф (он равен 86 
Вт на 1 2м ) на поверхность Земли 
                      7
2 8
86
3 10 Па
1 м 3 10
W W Ф
P w
V tSc Sc
         
   
,  
Рис.33.1 
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         что меньше атмосферного давления в 1012  раз! 
            Также оказалось, что в опытах существенное влияние производит 
радиометрический эффект, в соответствии с которым освещенная сторона 
черного диска за счет поглощения света имеет более высокую температуру, чем 
неосвещенная. Вследствие этого скорости молекул вблизи этой стороны будут 
больше и при столкновениях с ней молекулы будут передавать этой стороне 
диска бо́льший импульс. Это создает добавочное давление на черный диск и 
приводит к искажению результатов опыта. Для устранения этого эффекта 
опыты проводились в глубоком вакууме, а толщина дисков выбиралась 
достаточно малой (до 0,01 мм). 
 Световое является одной из причин, обуславливающих появление хвостов 
у комет при значительном приближении их к Солнцу. В кометах из-за малых 
размеров частиц вещества их отталкивание световым давлением, 
пропорциональное площади поверхности частиц, превышает их притяжение 
гравитационным полем Солнца, пропорциональное объему частиц. 
 
34. ШКАЛА ЭМВ  
 
 Согласно теории Максвелла радиоволны, свет, рентгеновское излучение  
и γ-излучение представляют собой электромагнитные волны, частота которых 
изменяется практически от нуля до очень больших значений (ν >1020 Гц). Это 
приводит к существенным изменениям свойств ЭМВ, способов их возбуждения 
(генерации)  и распространения. В связи с этим всю шкалу ЭМВ разделяют на 
различные диапазоны, между которыми нет четко обозначенных границ ввиду 
плавного изменения свойств ЭМВ и перекрытия способов их генерации для 
соседних диапазонов. 
 На шкале ЭМВ выделяют следующие диапазоны (рис34.1). 
1. Радиоволны ( ГцГц 123 106101   ; ммкм 05,0300   ). Они излучаются 
переменными токами, текущими в проводниках (антенны, вибратор Герца), и 
электронами, движущимися в электромагнитных полях. Колебания здесь 
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создаются генераторами радиочастот (колебательный контур) и генераторами 
диапазона сверхвысоких частот (СВЧ-диапазона).  
2. Световые волны излучаются при переходах электронов между уровнями 
энергий в молекулах и атомах при тепловых и электрических воздействиях на  
них. Этот диапазон ЭМВ разделяют на отдельные поддиапазоны -
инфракрасное излучение ( ГцГц 1411 109,3106   ; ммнм 5,0770   ), 
видимый свет ( 14 143,9 10 Гц ν 7,9 10 Гц    ; 380 нм λ 770 нм  ) и 
ультрафиолетовое излучение ( 14 167,9 10 Гц ν 6,0 10 Гц    ;5,0 нм λ 380 нм  ). 
 
 
 
3. Рентгеновское излучение ( 15 186 10 Гц ν 6,0 10 Гц    ;50 нм λ 0,005 нм  ). ЭМВ 
этого диапазона излучаются при столкновениях ускоренных электронов с 
атомами тяжелых металлов или при движении высокоэнергетических 
электронов в магнитном поле.  
4. Гамма-излучение ( 183 10 Гц   ; 0,1 нм  ). ЭМВ этого диапазона излучаются 
возбужденными атомными ядрами при радиоактивном распаде, ядерных 
реакциях и т.д. 
 
           При увеличении частоты ЭМВ все четче проявляются корпускулярные 
свойства электромагнитного излучения. Так, например, взаимодействие 
Рис. 34.1 
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фотонов рентгеновского диапазона со свободными электронами уже можно 
рассматривать как результат рассеяния их друг на друге. 
 
 
35. ИЗЛУЧЕНИЕ ЭМВ  
 
   1. Уравнение ЭМВ. Этот частный случай излучения ЭМВ представляет 
значительный интерес, так как подобно диполю излучают атомы и молекулы, а 
также антенны (проводники с переменным током). 
       Напомним, что под диполем понимают электронейтральную систему, 
состоящую из двух близко расположенных разноименных зарядов. Диполь 
характеризуется дипольным моментом р

, модуль которого равен 
произведению модуля одного из зарядов диполя на расстояние  между ними (
0qр  ). Модуль напряженности электрического поля, создаваемого самим 
диполем, убывает с расстоянием от него по закону дипE  ~
3/ rp . 
      Для того, чтобы заставить диполь излучать ЭМВ, необходимо создать 
ускоренное движение его зарядов. Для этого будем считать, что заряд (-q) 
совершает около неподвижного положительного заряда (+q) вдоль оси диполя 
гармонические колебания с циклической частотой   (рис. 35.1,а). Тогда 
расстояние между зарядами будет изменяться по закону 0ñosωt , а сам 
диполь, как это показывают расчеты, при 0 λ  будет излучать сферическую 
ЭМВ, вектор напряженности электрического поля которой изменяется по 
закону    
)cos()(  rktrEE m

, 
     где амплитуда вектора E

определяется формулой 
     mE ~
r
qa sin
.                                                      (35.1) 
  В выражении (35.1) q – модуль одного из зарядов диполя, a – амплитуда 
ускорения, с которым движется отрицательный заряд ( 0
2a ), угол θ – угол 
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между осью диполя и вектором r

, проведенным от диполя в рассматриваемую 
точку пространства (рис. 35.1,б). 
     Формула (35.1) справедлива в волновой зоне. Это область пространства, где 
максимальное значение вектора E

 электрического поля ЭМВ значительно 
превышает модуль вектора напряженности стационарного электрического поля, 
создаваемого самим диполем ( дипm EE  ). 
   Удобно поверхность сферической волны разбить на параллели и меридианы 
по аналогии с поверхностью земного шара. Тогда из рис. 35.1,б  следует, что       
                                
 
вектор E

 излучаемой диполем ЭМВ, располагается в плоскости, проходящей 
через ось диполя. Причем вектор  E

 направлен по касательной к меридиану, а 
вектор B

 располагается в плоскости, перпендикулярной к оси диполя, по 
касательной к параллели. 
2. Диаграмма направленности излучения диполя. Эта диаграмма показывает 
распределение энергии излучения по всем направлениям в пространстве. На 
ней откладываются отрезки прямой, длина которых пропорциональна 
интенсивности ЭМВ, излучаемой в данном направлении. Для диполя                                         
Рис. 35.1 
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 ПSI ~
2
mE ~
2sin θ, 
                                                            
2
0sin θI I ,                                              (35.2) 
   где  0I  – максимальная интенсивность излучаемых электромагнитных волн. 
 Из формулы (35,2) можно сделать следующие заключения: 1) диаграмма 
направленности излучения обладает осевой симметрией, так как  
интенсивность I  не зависит от угла   (рис. 35.2,в); 2) максимальная 
интенсивность излучения наблюдается по всем направлениям, лежащим в 
плоскости, перпендикулярной к оси диполя ( 0 00 0θ 90 , sin90I I I   ); 3) вдоль 
оси диполь не излучает ЭМВ ( 00θ 0 , sin0 0I I   ). Диаграмма направленности 
излучения диполя является достаточно широкой и, образно говоря, 
представляет собой бублик "без дырки". 
 
 
 
 
 Применяя разные комбинации различных излучателей ЭМВ можно 
получить различные диаграммы направленности излучения. Так, например, 
узкую диаграмму направленности излучения - параллельный пучок ЭМВ 
можно получить, если поместить источник излучения в фокусе 
параболического зеркала (рис. 35.2,б), а самую широкую диаграмму 
Рис. 35.2 
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направленности излучения - сферическую, дают три взаимно 
перпендикулярных диполя (рис. 35.2,в). 
 
 Задача 35.1. Нерелятивистская заряженная частица движется в 
поперечном однородном магнитном поле а индукцией В. Найти закон убывания 
(за счет излучения) кинетической энергии частицы во времени. Через сколько 
времени ее кинетическая энергия уменьшится в e раз?  
 
 В этой задаче говорится об одном важном физическом явлении – любой 
ускоренно движущийся заряд q излучает электромагнитные волны, теряя при 
этом свою кинетическую энергию. Мощность излучения определяется по 
формуле 
                                                   3
22
0 3
2
4
1
c
aq
P

 ,                                    (35.3) 
где а – ускорение, с которым движется заряд. 
 В нашем случае заряд движется по окружности под действием силы 
Лоренца и его центростремительное ускорение легко определить по второму 
закону Ньютона: 
                                              qvBma  ,         
m
qvB
a  .                            (35.4) 
 Мощность излучения – это энергия, теряемая зарядом в единицу времени 
k
k W
mc
Bq
mc
Bvq
P
dt
dW
33
0
24
23
224
0 33
2
4
1

 . 
В последнем выражении мы учли, что 
2
2mv
Wk  . 
Для удобства дальнейших вычислений введем обозначение 
                                                    33
0
24
3 mс
Bq

  .                                       (35.5) 
Тогда 
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k
k W
dt
dW
 ,       dt
W
dW
k
k  , 
 
tW
W k
k dt
W
dWk
ko 0
 , 
t
W
W
ko
k ln , 
                                                   tWW kok  exp .                                   (35.6) 
 Мы ответили на первый вопрос – нашли зависимость кинетической энергии 
частицы от времени. Вторая часть задачи решается легко: 
 
                                
e
W
W kok  ,           10 t ,            
1
0 t .                (35.7) 
 
 Задача 35.2. В направлении максимального излучения на расстоянии 
r0=10 м от элементарного диполя (волновая зона) амплитуда напряженности 
электрического поля Еm0=6 В/м. Найти среднее значение плотности потока 
энергии на расстоянии r=20 м от диполя в направлении, составляющем угол 
θ=300 с его осью. 
 
 Прежде, чем мы решим эту несложную задачу, необходимо кое-что 
вспомнить. Электрическим диполем называется система, состоящая из двух 
зарядов, равных по величине и противоположных по знаку. Диполь 
характеризуется дипольным моментом р, который равен р=ql, где l – 
расстояние между зарядами. Если это расстояние менять по гармоническому 
закону, то такой диполь будет называться осциллирующим. Это одна из 
простейших систем, способных излучать электромагнитные волны (ЭМВ). 
Диполь называется элементарным, если выполняется условие l<<λ, где λ – 
длина волны излучения. Область пространства, находящаяся на расстоянии 
r>>λ, называется волновой зоной. ЭМВ в волновой зоне является сферической, 
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и ее интенсивность I на расстоянии r от диполя (а это 
как раз и есть среднее значение плотности потока 
энергии) определяется формулой 
                          2sinrIrI m ,                    (35.8) 
где θ – угол между направлением излучения и осью 
диполя (рис. 35.3), Im  - интенсивность волны в 
плоскости, перпендикулярной оси диполя (θ=900). Эта 
интенсивность равна  
 
2
mm
m
HE
rI  , 
и с учетом равенства (32.3) ее можно записать в виде 
                              
2
0
0
2
1
mm ErI


 .                 (35.9) 
Нам осталось выразить Еm  через Em0 . Это сделать легко – в сферической волне 
амплитуда колебаний убывает обратно пропорционально расстоянию от 
источника. Поэтому  
                                       
r
r
E
E
m
m 0
0
 ,            
r
r
EE mm
0
0 .                          (35.10) 
Подставляем выражения (35.9) и (35.10) в формулу (35.8) и получаем ответ: 
                              
22
2
02
0
0
0 /3sin
2
1
ммВт
r
r
ErI m 





 


.                 (35.11) 
 
 Задача 35.3. Электромагнитная волна, излучаемая элементарным 
диполем, распространяется в вакууме так, что в волновой зоне на луче, 
перпендикулярном оси диполя, на расстоянии r от него, среднее значение 
плотности потока энергии равно Im . Найти среднюю мощность излучения 
диполя. 
 
Рис. 35.3 
θ 
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 В волновой зоне волна будет 
сферической. Выберем мысленную 
поверхность в виде сферы радиуса r, в 
центре которой находится диполь (рис. 
35.4). Средняя мощность излучения диполя 
– это энергия, излучаемая диполем в 
единицу времени, и эта энергия 
переносится через выбранную нами  
 
поверхность. Таким образом, средняя 
мощность излучения диполя равна 
среднему потоку энергии ЭМВ Φ через 
поверхность сферы, а его можно посчитать по формуле 
                  
S
IdS .                     (35.12) 
I – интенсивность волны, то есть среднее значение плотности потока энергии. 
Она определяется выражением (12.41) и зависит от угла θ,  поэтому в  качестве 
элемента поверхности dS возьмем площадь кольца (рис. 12.6) радиуса x 
(x=rsinθ) и толщиной dl (dl=rdθ): dS=2πxdl=2πr2 sinθdθ. Посчитаем этот 
интеграл:  
           mmm IrdIrdIr 2
0
22
0
32
3
8
coscos12sin2



  .       (35.13) 
 
 
3.Мощность излучения ЭМВ. Открытый колебательный контур. В 
соответствии с формулой (35.1), мощность и интенсивность излучения диполя 
можно выразить следующим образом: 
           SdSP
S
Ï

è  ~ 
S
mdSE
2  ~ 
2 2 2
2
2
sin
4π θ
S
q a
r d d
r

  ~ 22aq  ~ 420
2 q  ~ 42p . 
Рис. 35.4 
r 
x 
dθ 
θ 
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                                                               иP  ~ 
42p ,                                             (35.3,а) 
                                   ПSI ~
2
mE ~ 2
22
r
aq 22aq  ~ 420
2 q  ~ 42p .                          (35.3,б)            
 Итак, мощность и интенсивность излучаемой диполем электромагнитной 
волны прямо пропорциональны четвертой степени частоты колебаний его 
зарядов. Следовательно, увеличение частоты колебаний зарядов диполя 
приводит к резкому увеличению мощности излучаемых им ЭМВ. Поэтому 
выгодно передавать сигналы на большие расстояния с помощью ЭМВ высокой 
частоты.   
 Для повышения циклической частоты собственных колебаний контура  
( LC1 ) необходимо уменьшать емкость С конденсатора ( dSС 0 , т.е. 
уменьшать площадь его пластин и увеличивать расстояние между ними) и 
уменьшать индуктивность катушки ( VnL 20 , т.е. уменьшать число ее 
витков). Это в итоге приводит к открытому колебательному контуру  
(рис. 35.3,в).  
        Он представляет собой отрезок проводника (антенну), в котором 
возбуждаются высокочастотные электромагнитные колебания. Они излучаются 
в пространство в виде ЭМВ большой мощности. Открытый колебательный 
контур также называют полуволновым диполем, так как на его длине 
укладывается половина длины волны, излучаемой антенной, или вибратором 
Герца. Отметим, что в антенне перекрываются электрическое и магнитное поля, 
это существенно повышает мощность излучения ЭМВ по сравнению с 
закрытым колебательным контуром. 
      В связи с резким повышением мощности излучения высокочастотных 
колебаний передача сигнала звуковой частоты на большие расстояния 
происходит за счет модуляции ВЧ колебаний сигналом звуковой частоты. При  
приеме модулированного ВЧ сигнала проводят его детектирование, т.е. 
отделяют звуковой сигнал от высокочастотного колебания. 
     Впервые ЭМВ экспериментально были обнаружены Герцем (1888г.) с 
помощью открытого колебательного контура. Возбуждая в нем затухающие ВЧ 
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колебания, он с помощью такого же приемного колебательного контура 
принимал ЭМВ и тем самым доказал факт их существования и подтвердил 
теорию Максвелла. 
 
36. ОПЫТЫ С ЭМВ 
 
В этом параграфе приводятся некоторые опыты, подтверждающие свойства 
ЭМВ. 
1. Электромагнитные колебания в излучаемом полуволновом диполе 
(изучение стоячей ЭМВ волны в диполе). Генератор УВЧ создает в 
индуктивно связанной с ним антенне гармонические колебания частоты ν=150 
МГц или длины волны λ =2 м.  
     Антенна представляет собой отрезок проводника длиной   =λ/2=1 м., что 
соответствует полуволновому диполю. В ней устанавливаются стоячие волны: 
1) стоячая волна электрического поля – 
на краях проводника наблюдаются 
пучности, а посередине – узел этой 
стоячей волны; 2) стоячая волна 
магнитного поля – для нее на краях 
Рис.36.1 
Рис. 35.3 
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проводника образуются узлы, а посередине – пучность стоячей волны (рис. 
36.1).  Это можно наглядно показать, если взять проводник, в который 
вставлены лампочки на разных расстояниях от его середины. Лампочка в 
середине проводника имеет наибольшую яркость, так как здесь располагается 
пучность стоячей волны магнитного поля. Яркость  лампочек спадает при 
переходе к краям проводника, где находятся узлы стоячей                                
волны магнитного поля (рис. 36.2,а). Напомним, что модуль вектора магнитной 
индукции пропорционален силе тока в проводнике.      
           
 
         Если взять газоразрядную лампочку, которая светится под действием 
электрического поля, то тогда ее свечение будет наиболее ярким на краях 
проводника, где находятся пучности стоячей волны электрического поля, и 
свечение будет отсутствовать в середине проводника (рис. 36.2,б). Отметим, 
что он (см. рис. 36.1) обладает осевой симметрией, т.е. его можно поворачивать 
вокруг оси Ох на произвольный угол. 
 
2.Расположение векторов E

 и B

 в излучаемой диполем ЭМВ. Покажем, что 
вектор E

 в излучаемой диполем ЭМВ совершает колебания в плоскости, 
проходящей через ось диполя, а вектор  B

 – в плоскости, перпендикулярной 
оси диполя. Отметим, что в данном случае диполь излучает цилиндрическую 
волну.  
Рис. 36.2 
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   Расположим параллельно передающему диполю составной диполь такой же 
длины, две равные части которого замкнуты лампочкой накаливания 
(рис.36.3,а). При этом лампочка ярко светится, так как вектор E

  излучаемой 
ЭМВ располагается вдоль оси приемного диполя (рис. 36.3,в) и поэтому 
возбуждает в нем интенсивное движение электронов, и возникающий при этом 
электрический ток достаточен для яркого свечения лампочки. Кроме того,  
 
 
равенство длины приемного и излучаемого диполей (отрезков прямолинейного 
проводника) приводит к явлению резонанса, что резко усиливает вынужденные 
колебания в приемном диполе. 
    По мере поворота  приемного диполя яркость свечения лампочки 
уменьшается и, когда диполи оказывается перпендикулярными друг к другу, 
лампочка гаснет: вектор E

, перпендикулярный к длине диполя, не может 
возбудить в нем интенсивных движений электронов (рис. 36.3, в). 
   Рассмотрим теперь расположение вектора B

 в излучаемой диполем ЭМВ. Для 
этого используем резонирующий контур. Он состоит из последовательно 
Рис. 36.3 
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соединенных между собой проволочного витка 1, конденсатора переменной 
емкости 2 (за счет изменения площади перекрытия пластин конденсатора) и 
лампочки накаливания 3 (рис. 36.4,а). 
 
    Вначале располагают контур вблизи генератора и путем изменения емкости 
конденсатора добиваются максимальной яркости свечения лампочки. Затем 
контур помещают на некотором расстоянии от передающего диполя 
поочередно в положениях б, в и г (рис. 36.4,б, в, г). Лампочка светится лишь 
тогда, когда диполь оказывается в плоскости витка (рис. 36.4,в). При этом 
колебания вектора B

 приводят к неравному нулю магнитному потоку через 
плоскость контура, изменение которого со временем приводит к 
возникновению ЭДС индукции в витке. В случаях же (б) и (г) вектор B

 
колеблется в направлении, параллельном плоскости витка (линии B

не 
пересекают плоскости витка), и магнитный поток будет равен нулю и ЭДС 
индукции в контуре не возникает. 
Рис. 36.4 
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 Таким образом, этот опыт показывает, что вектора E

 и B

 взаимно 
перпендикулярны, вектор E

  лежит в плоскости, проходящей через ось диполя, 
а вектор  B

 – в плоскости, перпендикулярной к оси диполя. 
   3. Влияние среды на скорость распространения  ЭМВ. На равных 
расстояниях от излучающей антенны (диполя) длиной  =1 м, параллельно ей, 
располагают два приемных диполя с лампочками посередине. Один из них 
имеет  длину 1 =1 м, а другой, короткий, 2 =0,1 м. При включении генератора 
лампочка в длинном приемном диполе загорается, а в коротком – нет 
(рис.36.5,а). 
     Это объясняется явлением резонанса. В приемной антенне возникают 
вынужденные колебания под действием приходящей к ним ЭМВ. При 
совпадении частоты колебаний приходящей на приемную антенну ЭМВ с 
собственной частотой колебаний приемной антенны как открытого  
 
 
колебательного контура амплитуда вынужденных колебаний в ней резко 
возрастает.  Для приемного диполя такой же длины, как и излучающий диполь, 
наступает явление резонанса (лампочка загорается), чего нельзя сказать о 
коротком приемном диполе – для него явление резонанса отсутствует, и 
лампочка в нем не загорается. 
    Затем, не меняя расположения диполей, помещают короткий диполь в сосуд 
с водой (рис. 36.5,б). В этом случае загораются лампочки в обоих диполях. Тот 
факт, что в коротком диполе загорается лампочка, связано с влиянием среды на 
Рис.36.5 
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скорость распространения ЭМВ. Действительно, для ЭМВ СВЧ – диапазона 
абсолютный показатель преломления для воды равен ε 81 9  n , и 
поэтому длина волны в воде будет равна 
𝜆 =
𝑣
𝜈
=
𝑣
𝑛𝜈
= 0.1м 
 
 
и для короткого диполя длины 2 =0,1 м  (λ=0,1 м)  в воде наблюдается также 
явление резонанса, и лапочка, включенная в него, светится. 
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